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Introdution généraleBien que e doument s'adresse à des élèves ingénieurs ou de 3ieme yle, une�ort a été réalisé pour qu'il reste aessible à toute personnes ayant des basesen mathématiques et informatique. La onnaissane de quelques notions en to-pologie, sur les algorithmes de tri et le onept de réursivité est souhaitablesans être indispensable.Le thème abordé ii est le traitement de la géométrie sur ordinateur. Il ne s'agitpas d'un traité mais plut�t d'une introdution aux fondements de la modélisa-tion et de l'algorithmique géométrique. Certains thèmes importants omme : lamodélisation des ourbes et des surfaes, l'interpolation polynomiale... ne sontpas abordés.Le doument se ompose de 2 hapitres orrespondant à des disiplines souventabordées dans des ouvrages séparés. Le premier traite des modèles géométriquessolides ave les représentations par la frontière, les approhes onstrutives etl'énumération spatiale. Le seond aborde l'algorithmique géométrique, 'est àdire les méthodes et les strutures informatiques permettant de traiter e�ae-ment des problèmes géométriques de alul de proximité, d'enveloppe onvexes,de triangulation... L'ensemble est agrémenté de référenes pour des approfondis-sements et d'exemples et d'exeries permettant d'améliorer la ompréhensiondes onepts.
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Chapitre 1Modélisation géométrique1.1 IntrodutionCe hapitre introduit la problématique et les fondements de la modélisationgéométrique solide à travers les représentations les plus lassiques. Il tente derépondre à quelques questions élémentaires :� Quels objets herhe t-on a modéliser ?� Comment sont-ils representés ?� Quels sont les ritères de omparaison entre les di�érentes représenta-tions ?"Un modèle géométrique solide est une représentation mathématique (nonambigue et omplète) de la forme d'un objet physique a�n de la traiter surordinateur" page 372 de [19℄.1.1.1 Les propriétés des objetsIl faut avant tout dé�nir les aratéristiques des objets que l'on herhe àreprésenter. Ii les solides rigides qui respetent don :Le déterminisme de frontière : la frontière des l'objets dé�nissent sans am-biguité l'intérieur de l'extérieur. Cette propriété exlut par exemple labouteille de Klein.La desription �nie : pour pouvoir être dérite de façon exaustive.La rigidité : la forme des objets est invariante, indépendante de la position etde l'orientation.L'homogenéité : les objets doivent être homogènes. Ils doivent être exlusi-vement volumique (en 3D), surfaique (en 2D) ou linéiques (en 1D).Des opérations rigides internes : Toutes ombinaisons de rotation, de dé-plaement, d'opérations booléennes entre des solides doivent donner unsolide valide. 7



O.Stab Modélisation géométrique 81.1.2 Les prinipaux modèlesDe nombreux modèles formels ont été dérits mais il s'apparentent tous àl'un des 3 approhes i-dessous :La représentation frontière : (ou Brep1 ) : l'objet est dérit par sa frontièrequi sépare l'intérieur de l'extérieur.L'approhe onstrutive : La représentation par onstrution solide souventnotée C.S.G2 est une approhe très générale où une géométrie est déritepar un proessus de onstrution. Un exemple est l'arbre binaire de on-strution où les feuilles sont des primitives (boite, ylindre, ones...) et lesnoeuds des opérateurs (union, di�érene, intersetion...)La déomposition ellulaire : 'est un maillage onforme ou non de l'objet àreprésenter. Un as partiulier très usité dans ertains domaines (imageriemédiale...) est l'énumération spatiale. L'espae est déoupé en ellulesorthomorphes aux axes. Elles sont loalisées par rapport à l'objet : ellessont à l'intérieur ou à l'extérieur.1.1.3 Les propriétés des modèlesUne représentation peut être omparée à une autre suivant plusieurs ritères :Le domaine : l'ensemble des objets qu'elle peut modéliser.La omplétude : sa apaité à répondre à des questions géométriques, parexemple : alul de l'aire, la position d'un point...L'uniité : important si l'on herhe à déterminer l'égaliter entre des objets.La failité de manipulation : pour réer et modi�er le modèle.Les performanes tehniques : la préision, la onision de la struture, etla rapidité des algorithmes...1.1.4 Un exempleNous allons, pour haun des modèles, présenter les onepts, la représenta-tion mathématique et informatique ainsi que les algorithmes élémentaires d'in-terrogation :La loalisation d'un point : de oordonnées (x, y, z) à savoir si il se trouveDANS, HORS ou alors SUR la frontière de l'objet représenté.L'intersetion ave une droite : 'est à dire les oordonnées des points d'in-tersetion ave la frontière de l'objet.Prenons un exemple simple qui nous permettra au passage de faire quelquesrappels de géométrie élémentaire. Supposons que l'on herhe à modéliser lesylindres. Les aratéristiques sont assez préises pour qu'un modèle valide soitréduit aux 2 réels dé�nissant ses dimensions : le rayon R et la hauteur H duylindre.1Brep pour Boundary REPresentation2C.S.G pour Construtive Solid Geometry



O.Stab Modélisation géométrique 9La loalisation d'un pointLa position (DANS, HORS ou SUR) d'un point de oordonnées (x, y, z) parrapport à un ylindre de rayon R et la hauteur H est résolu simplement enutilisant les représentations algébriques impliites des surfaes limites. Si l'onsuppose que le modèle de ylindre est entré et son axe suivant z on obtient leséquations suivantes :
p1 = x2 + y2 − R2

p2 = z + H/2
p3 = z − H/2

c (1.1)
p1 donnent la distane du point (x, y, z) à la surfae ylindrique, de même p2, p3donnent la distane aux 2 plans. Les représentations des surfaes sont donorientées ave la normale vers l'extérieur (ie. distane positive à l'extérieur). Laloalisation d'un point s'érit don simplement à l'aide de tests d'inégalités :si (p1 < 0) et (p2 > 0) et (p3 < 0) alors position = DANSsinonsi ((p1 == 0) et (p2 >= 0) et (p3 <= 0)) ou((p2 == 0) et (p1 <= 0)) ou((p3 == 0) et (p1 <= 0)) alors position = SURsinon position = HORSL'intersetion ave une droiteLa représentation algébrique des surfaes est aussi utilisée pour aluler l'in-tersetion d'une droite et d'un ylindre. Ii la droite sera représentée sous formeparamétrique. L'intersetion d'un plan et d'une droite est donné par :L'équation du plan :

Ax + By + Cz + D = 0 (1.2)La représentation paramétrique de la droite :
x = a1.t + a2

y = b1.t + b2

z = c1.t + c2

(1.3)La oordonnée t du point d'intersetion quand il existe :
t =

Aa1 + Bb1 + Cc1

Aa2 + Bb2 + Cc2 + D
(1.4)Dans le as d'un ylindre l'intersetion ave les 2 plans donne :

t1 = c1

c2+H/2

t2 = c1

c2−H/2

(1.5)Pour l'intersetion ave la surfae ylindrique on proède de la même façon etl'on obtient une équation du seond degré en t. Il su�t ensuite de véri�er si les4 solutions (2 seulement dans les 2 as partiuliers) appartiennent à la frontièredu volume.



O.Stab Modélisation géométrique 10ConlusionLa manipulation du modèle o�re, dans le as d'un simple ylindre, assez peud'intérêt. En revanhe notez que le doublet (R,H) est une représentation validedes ylindres qui permet de répondre e�aement aux questions élémentairesd'appartenane et d'intersetion.1.2 La représentation frontièreLa représentation frontière est souvent notée Brep (pour Boundary REPre-sentation). Comme son nom l'indique elle représente un objet par sa frontière'est à dire par la limite entre l'intérieur et l'extérieur de l'objet. En 3D il s'agitdon d'un ensemble de faes elles même limitées par des arêtes (indispensablesi l'objet n'est pas onvexe) dont les extrémités sont des sommets. La géométriedes éléments de frontière peut être quelonque, en revanhe il est néessaire depouvoir orienter les faes a�n de distinguer, en haun de leurs points, l'inté-rieur de l'extérieur. On aura deviné que la représentation frontière repose surdes propriétés topologiques importantes que nous allons rappeler dans une pre-mière partie. Dans la deuxième, nous présenterons la relation d'Euler qui lie lesardinaux des ensembles de faes, d'arêtes et de sommets. En�n, après avoirprésenté les strutures informatiques (DECL) nous aborderons les algorithmesélémentaires d'interrogation et de manipulation.1.2.1 Rappels de topologieCe paragraphe a pour objet de formaliser ertaines notions omme l'homo-généïté, la onnexité, le trou... Il n'est pas néessaire à la première leture maisnéanmoins indispensable à une parfaite ompréhension. Une présentation ma-thématique plus rigoureuse et surtout plus omplète qui aborde les notions deomplexe simpliial, de hemin et de bord se trouve dans [30℄.L'homogénéïté est un onept qui mérite d'être préisé, pour e rappelons ladé�nition de l'adhérene.Dé�nition 1 L'adhérene : un point x d'un espae topologique E est dit adhé-rent au sous ensemble A de E si l'intersetion de A ave n'importe quel voisinagede x n'est pas vide.Dé�nition 2 Un ensemble E est régulier si il est égal à l'adhérene de sonintérieur.Cette dé�nition permet de formaliser la propriété d'homogénéïté : un objethomogène est régulier et réiproquement. La onnexité simple est aussi unenotion indispensable à la ompréhension.Dé�nition 3 Connexité simple : On dit qu'un espae topologique E est sim-plement onnexe par rapport au point de base x si tout hemin fermé de Eommençant et �nissant en x peut être ontraté en x.



O.Stab Modélisation géométrique 11Prenons un exemple dans le plan : un polygone omme elui de la �gure1.3 n'est pas simplement onnexe. Sa frontière est dé�nie par des ontours quel'on appele : ontour externe et ontours internes, (un seul ontour internedans l'exemple de la �gure). Un tel polygone n'est pas simplement onnexe arun hemin �entourant� un ontour interne ne peut être ontraté en un pointsans sortir de l'espae (ii le polygone) ou sans être déoupé.Prenons maintenant un exemple dans l'espae : sur une surfae torique ilexiste 2 familles de ourbes fermées qui ne peuvent pas être ontratées enun point. Elles indiquent l'existene d'un trou (voir la �gure 1.2). Une surfaetorique n'est don pas simplement onnexe. En revanhe on admettra que le planlui-même est simplement onnexe e qui permet d'énoner le théorème suivant :Théorème 1 Le théorème des ourbes de Jordan stipule qu'une ourbesimple fermée dans le plan le divise en 2 régions, un �intérieur� et un �exterieur�.Il est lair que le théorème de Jordan peut être étendu aux surfaes sim-plement onnexe mais ne s'applique pas aux autres (voir la �gure 1.2). Dans lemême ordre d'idée une autre dé�nition peut s'avérer utile : 'est le genre d'unesurfae.Dé�nition 4 Le genre d'une surfae est le nombre maximum de déoupageque l'on peut e�etuer sans que la surfae ne soit séparée en plusieurs moreaux(voir �gure 1.2).Le terme de �séparation� mérite d'être préisé : elle fait appel au onept dela onnexité par ar.Dé�nition 5 Connexité par ar : On dit qu'un espae topologique E estonnexe par ar si, pour toute paire p et q de points de E, il existe un heminjoignant p et q.Dé�nition 6 Homéomorphisme : Soient E et F deux espaes topologiques etsoit f une appliation bijetive de E sur F. Alors, si f et f−1 sont ontinues,ont dit que f est un homéomorphisme de E sur F, et on dit que E et F sonthoméomorphes.Dé�nition 7 Une variété de dimension r : est un espae dont haque pointa un voisinage homéomorphe à une boule de dimension r.Dans un espae de dimension d, une variété de dimension k(k < d) seraappelé une k − face.De nombreuses représentations Brep se limitent au as où la frontière est unevariété de dimension 2. Dans la littérature anglo-saxone on parle de frontière2-manifold.



O.Stab Modélisation géométrique 121.2.2 Relation d'EulerEn 1752 Léonard Euler énone une relation qui relie le nombre de sommets,d'arêtes et de faes d'un polyèdre onvexe. À l'age de 20 ans Cauhy la démontrepar réursion. C'est Henri Poinaré qui la généralise à tout n-polytope onvexe :Théorème 2 (La Relation d'Euler-Poinaré) Les nombres nk(P )(0 ≤ k ≤
d − 1) de k-faes d'un d-polytope P satisfont la relation :

d−1
∑

k=0

((−1)knk(P )) = 1 − (−1)d (1.6)Démonstration 1 On trouvera la démonstration dans [6℄ p 150.Soit P un polytope, le nombre de k-faes nk(P ) est le nombre de variétés dedimension k. Notons n0(P ) = s le nombre de sommets, n1(P ) = a le nombred'arêtes, n2(P ) = f le nombre de faes et n3(P ) = v le nombre de volumes. Larelation d'Euler pour d = 2, d = 3 et d = 4 donne respetivement :
d = 2 : s − a = 0

d = 3 : s − a + f = 2
d = 4 : s − a + f − v = 0

(1.7)La �gure 1.1 montre un exemple en 3D et 4D.La relation d'Euler est également très utile pour aluler les ardinaux deséléments d'une partition. Pour une partition d'un espae de dimension XD ilfaut utiliser la relation de dimension d = X +1. Par exemple, pour une partitiondu plan (X = 2) le nombre de polygones est donné par le nombre de faes dela relation pour d = 3 : s − a + f = 2. Pour une partition de l'espae (X = 3)le nombre de polyèdres est donné par le nombre de volumes de la relation pour
d = 4 : s − a + f − v = 0. La �gure 1.1 l'illustre pour le as de l'hyperube etdu pentatope.Dans le as général, pour un polyèdre quelonque dont la frontière ou sesfaes ne sont pas simplement onnexes, la relation liant les ardinaux devient :

f − (a + an) + s = 2(cc − t) (1.8)ou an est le nombre d'anneaux (ad le nombre de ontours interne dans lesfaes), cc le nombre de omposantes onnexes par ar et t le nombre de trous.La surfae d'un solide ave un trou n'est pas simplement onnexe : il existe2 hemins fermés indépendants non rédutibles en un point (exemple du tore).La notion de trou et de genre d'une surfae sont très prohes (voir �gure 1.2).1.2.3 Représentation informatiqueLa représentation frontière a la struture d'un graphe.
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Fig. 1.1 � Relation d'Euler sur quelques polytopesLa relation d'Euler se véri�e aisément sur des polyèdres anoniques : 4−6+4 = 2pour le tétraèdre, 8− 12+6 = 2 pour le ube, mais aussi pour des partitions del'espae. Attention dans e as il faut aussi ompter le volume in�ni ontenantle pentatope (5 − 10 + 10 − 5 = 0) ou l'hyperube (16 − 32 + 24 − 8 = 0).

Fig. 1.2 � Genre des surfaes et trouLa surfae d'un tore n'est pas simplement onnexe : il existe 2 yles indépen-dants non rédutibles en un point. Le tore est une surfae dont le genre est 2.Le tore présente 1 seul trou. Les surfaes omme le ruban de Moebius ou labouteille de Klein ne représentent pas la frontière d'un volume mais le genre deleur surfae est aussi de 2.



O.Stab Modélisation géométrique 14En 2D une frontière est onstitué par 2 ensembles : un ensemble de som-mets S et un ensemble d'arêtes A, ainsi que le graphe des arêtes :G(A,S) = ai = (sj , sk), l'arête i joint le sommet sj au sommet skou son graphe dual (le graphe d'adjaene des arêtes ) :G(A,S) = si = (aj , ak), l'arête aj arrive au sommet i, l'arête ak en repartPar onvention les arêtes sont orientées pour que la matière soit toujoursà gauhe ou à droite. La desription d'un domaine omportant des avités sefait à l'aide de plusieurs yles d'arêtes : un yle orrespondant au ontourextérieur, des yles orrespondant aux ontours intérieurs.Le modèle doit respeter des ontraintes d'intégrité :� les arêtes ne peuvent s'interseter qu'en leurs sommets ommuns,� un sommet appartient à 2 arêtes,� il existe une orientation des arêtes telle que tout sommet est origine d'unearête et extremité d'une autre.En 3D une frontière peut être représentée par 3 ensembles : un ensemblede sommets S, un ensemble d'arêtes A et un ensemble de faes F.Pour haque fae on donne le graphe des arêtes :G(A,S) = ai = (sj , sk), l'arête i joint le sommet sj au sommet skou son graphe dual (le graphe d'adjaene des faes ) :G(A,F) = ai = (fj , fk), la fae fj est à �droite� de l'arête i, la fae fk est à�gauhe� de l'arête iou un graphe mixte qui réunit les 2 préédents et ontient don di�érentstype de noeuds et di�érents type d'ars. Une représentation informatique estdonnée �gure 1.4.Par onvention la normale aux faes désigne l'extérieur du volume.Comme en 2D, le modèle doit respeter des ontraintes d'intégrité :� les faes ne peuvent s'interseter qu'en leurs sommets ou arêtes ommuns,� une arête appartient à 2 faes (ou plus préisément 2 ontours),� il existe une orientation des faes telle que toutes les arêtes sont parouruesdans un sens et dans l'autre,� tous les sommets adjaents à un sommet donné forment dans l'espae unpolygone simple.A haque arête peut être assoiée une géométrie ou au ontraire les ourbessont toutes représentées par des segments de droite (disrétisation). De mêmeen 3D, on peut assoier des géométries aux faes ou travailler sur des faettesplanes (généralement des triangles).



O.Stab Modélisation géométrique 15typedef unsigned long t_ompteur;typedef unsigned long t_sommet;typedef double t_oord;t_oord COORD[nbp℄[2℄; /* oordonnees des points dans le plan *//* Pour un polygone simple de nb otes *//* Ave simple hainage : */t_sommet SUIV[nb℄; /* sommet suivant dans le polygone *//* Ave double hainage : */t_sommet SUIV[nb℄; /* sommet suivant dans le polygone */t_sommet PREC[nb℄; /* sommet preedent dans le polygone *//* Un domaine ave nbt trous : */t_sommet DEBUT[nbt+1℄; /* premier sommet d'un ontour */t_sommet SUIV[nbp℄; /* sommet suivant dans un polygone */
s2

s1

s3

s4s5

s6

s7

s8
s9 s10

s11

SUIV[2]

DEBUT[1]

SUIV[1]

DEBUT[2]

(6,-3)

(0,0)
(10,0)

(7,0)

(6,4)(4.5,4)

(4.5,0)

(COORD[1][1],COORD[1][2])Fig. 1.3 � Struture de données pour un domaine polygonalDEBUT[i ℄ : donne le premier noeud du ième ontour. Par onvention le pre-mier ontour est le ontour extérieur les suivant les ontours intérieurs ou�trou�.SUIV[j ℄ : donne le noeud qui suis le noeud j en parourant le ontour dansle sens trigonométrique si le ontour est externe, dans le sens inverse si leontour est interne.COORD[j [1℄℄ : première oordonnée du noeud j.



O.Stab Modélisation géométrique 16typedef double del_oord_t;typedef long del_nature_t;/* valeurs pour le type del_nature_t */# define DECL_FACE 0# define DECL_TROU 1typedef strut POLYEDRE {strut CONTOUR *fae; /* premiere fae du polyedre */} del_polyedre_t, *del_polyedre_p;typedef strut CONTOUR {del_nature_t natu; /* DECL_FACE ou DECL_TROU */strut POLYEDRE *poly; /* polyedre ontenant la fae */strut SOMMET *somm; /* si le ontour est sans arete */strut ARETE *aret; /* premiere arete du ontour */strut CONTOUR *trou; /* ontour interne (trou) suivant*/} del_ontour_t, *del_ontour_p;typedef strut ARETE {strut SOMMET *orig, *extr;strut ARETE *asd, /* arete suivante ontour diret */*asi, /* arete suivante ontour indiret */*apd, /* arete preedente ontour diret */*api; /* arete " " " " indiret */del_ontour_p dir,ind; /* ontour diret,indiret */} del_arete_t, *del_arete_p;typedef strut SOMMETdel_arete_p *aret; /* une arete au sommet */del_oord_t x,y,z;} del_sommet_t, *del_sommet_p;
a.cdir

a.cind

a

a.ascd

a.apcd

a.asci

a.apci

a.orig

a.extr c

c.trou

c.trou->trou

Fig. 1.4 � Struture de données d'une DECLDECL signi�e �Double Edged Conneted List�. La struture est onstituée desobjets : SOMMET, ARETE, CONTOUR et POLYEDRE (qui orrepond à uneomposante onnexe). Chaque arête appartient à 2 listes : le ontour diret etle ontour indiret. Une fae est onstitué d'un ontour extérieur (de natureDECL_FACE) et de sa liste de ontours internes (de nature DECL_TROU ethainée sur le hamp *trou).



O.Stab Modélisation géométrique 171.2.4 Les algorithmes élémentairesLa loalisation d'un point :Le problème est de loaliser un point x par rapport à un domaine Ω : àsavoir si x est à l'intérieur de Ω, ou pas. Pour une représentation frontière leprinipe de l'algorithme est simple. Il su�t de prendre une demi-droite partantdu point x (par exemple une parallèle aux absisses) et de ompter le nombred'intersetions i ave les faes de la frontière. Si i est impair alors x est dans
Ω sinon il est hors de Ω. L'algorithme 2D est donné �gure 1.5. Comme pourbeauoup d'algorithmes géométriques, sa mise au point n'est pas triviale à ausedes as partiuliers (ii la tangene).L'algorithme 3D repose sur le même prinipe qu'en 2D : la parité du nombred'intersetions ave les faes. Il est dérit dans [15℄ et utilise la proédure de al-ul d'intersetion d'une demi-droite ave le polyèdre, dérite dans le paragraphesuivant.intersetion ave une droite :De nombreux algorithmes néessitent le alul de l'intersetion d'une droiteave le modèle, entre autre les algorithmes de alul des parties ahées.Si l'on ne herhe pas à onnaître la position du point d'intersetion et si ladroite est parallèle à un des axes alors, l'algorithme le plus simple est le suivant :Pour toutes les faes F du polyedreProjeter F sur le plan perpendiulaire a la droite : F'Dans e plan la droite est un point : P'Si F' ontient le point P' alors INTERSECTIONL'algorithme est identique dans le as d'une demi-droite ou d'un segmentsi l'on prend la préaution de supprimer au préalable les faes dont le plan sesitue avant ou après le segment (ou la demi-droite). Dans le as du segment ilsu�t de tester si les deux extrémités sont du même oté de la fae, 'est à diresi l'equation algébrique impliite du plan appliquée aux oordonnées des deuxpoints, donne le même signe.Dans le as où l'on souhaite la liste des oordonnées des points d'interse-tions, l'algorithme est légèrement di�érent :LPI = {} /* liste vide*/Pour toutes les faes F du polyedreCaluler P le point d'intersetion ave le plan de FProjeter P et F dans un des 3 plans de base : P', F'Si F' ontient P' alors LPI = {P'}+LPIExerie 1 Donnez l'expression des oordonnées du point d'intersetion d'unplan ave une droite.Exerie 2 Dérivez les étapes de l'algorithme qui détermine si un point estintérieur ou extérieur à un polyèdre, en utilisant l'intersetion ave une demi-droite.
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s2

s1

s3

s4s5

s6

s7

s8
s9 s10

s11

p1

p2

p0

r0

r1r3

r2

r4 r5
r6

c1

c2

c3

c4

c5

c6

Fig. 1.5 � Point dans polygoneL'algorithme lasse haque segment du polygone par rapport à la demi-droite. Ily a six lasses : pas d'intersetion (1), intersetion simple (2), singularité...Leplan est déoupé en sept régions (r0, r1... r6). Il su�t de loaliser les extremitésdes segments pour identi�er les as triviaux (voir tableau). Par exemple si lesdeux extrémités sont dans la région r0 il ne peut y avoir d'intersetion (1).De même si les 2 points sont dans la région r1, r2 ou r3... Les singularités(3,4) apparaissent quand le ouple (ri,rj) n'est plus su�sant pour déider del'intersetion ou de la non-intersetion. Par exemple les singularités simples (3)apparaissent quand on a les ouples (r0,r3),(r2, r1) ou leurs symétriques. Ellespeuvent être traitées à l'aide de tests géométriques loaux alors que l'on estobligé de parourir le polygone pour traiter les singularités ompliquées (4).r0 r1 r2 r3 r4 r5 r6r0 1 2 1 3 1 4 5r1 2 1 3 1 1 4 5r2 1 3 1 1 1 4 5r3 3 1 1 1 1 4 5r4 1 1 1 1 1 6 5r5 4 4 4 4 6 4 5r6 5 5 5 5 5 5 5
1 : Pas d'intersetion2 : Intersetion simple3 : Singularité simple4 : Singularité ompliquée5 : Sur une extremité du segment6 : Sur le segment (à l'interieur)



O.Stab Modélisation géométrique 19Les algorithmes i-dessus sont donnés pour le as 3D, mais ils fontionnentaussi pour le as 2D (dans le plan).Le alul de l'aire ou du volume :Dans les as simples l'aire d'un polygone de n arêtes est donnée par la formule( le polygone n'est pas forément simplement onnexe mais les arêtes doiventêtre orientées) :
A =

n
∑

i=0

∫ xi+1

xi

Yi(x)dx (1.9)Si les arêtes sont des segments de droite on obtient :
A =

n
∑

i=0

1

2
(yi+1 + yi)(xi+1 − xi) (1.10)Dans le as général il faut utiliser la représentation paramétrique de la géo-métrie frontière et faire un hangement de variable pour l'intégration :

∫ xi+1

xi

Yi(x)dx =

∫ 1

0

Yi(t(u))t′(u)du (1.11)En 3D le prinipe est le même, mais il est utile , au préalable, de triangulerles faes de la frontière pour failiter l'expression de l'intervale d'intégration. Enrevanhe la triangulation peut être quelonque et même présenter des trianglesintersetants.
∫ ∫

Zi(x, y)dxdy =

∫ 1

u=0

∫ 1−u

v=0

Zi(x(u, v), y(u, v))Det(J)dudv (1.12)où Det(J) est le déterminant de la Jaobienne :
J =

(

dx
du

dy
du

dx
dv

dy
dv

) (1.13)Si les triangles sont linéaires on peut montrer que :
V =

n
∑

i=0

zi0 + zi1 + zi2

2
(xi1 − xi0)(yi2 − yi0) − (xi2 − xi0)(yi1 − yi0) (1.14)1.2.5 La Manipulation de la BrepOn onsidère 2 niveaux de manipulation :� Le niveau élémentaire qui est généralement transparent pour l'utilisateurmais pas pour le programmeur (e sont les méthodes).� Le niveau de l'interfae utilisateur.



O.Stab Modélisation géométrique 20Ces 2 niveaux sont abordés dans les 2 setions qui suivent.Les opérateurs qu'ils soient d'un niveau ou de l'autre doivent répondre à 2exigenes :� Ils doivent garantir la validité de la struture (.a.d. interdire la onstru-tion d'une struture non-valide).� Ils doivent être e�aes et faile d'utilisation.Les opérateurs d'EulerLes opérateurs d'Euler sont des opérateurs élémentaires qui respetent larelation du même nom. Ils permettent de onstruire n'importe quel polytope.Ils sont prinipalement utilisés en 3D pour les polyèdres (en 2D la struture estsi simple qu'elle ne néessite pas es opérateurs). Nous nous limiterons dondans ette setion au as des polyèdres.Il existe une in�nité d'opérateurs en 3D mais ils peuvent être réduits aunombre de 5. D'autres sont néanmoins utilisés pour des raisons d'ordre pratiqueou algorithmique.MVSF Make Vertex Shell and Fae
(s + 1) − (a + an) + (f + 1) = 2((cc + 1) − t)MEV Make Edge and Vertex

(s + 1) − (a + 1 + an) + f = 2(cc − t)MEF Make Edge and Fae
s − (a + 1 + an) + (f + 1) = 2(cc − t)MEKR Make Edge Kill Ring
s − (a + 1 + an − 1) + f = 2(cc − t)KFMRH Kill Fae Make Ring and Hole

s − (a + an + 1) + (f − 1) = 2(cc − (t + 1))Un ube peut être onstruit et de di�érentes façon à l'aide de es opérateurs.Un exemple est donné �gure 1.6. Si l'on souhaite maintenant modi�er e ubeen le perçant il faut onstruire des anneaux (ave KEMR) puis utiliser KFMRH.Théorème 3 Le théorème d'inversion établit que tout polyèdre se déduitde l'objet nul par appliation d'une suite �nie d'opérateurs d'Euler de base.Inversement, en partant d'un polyèdre quelonque, on peut aboutir à l'objet nulpar appliation répétée des inverses des opérateurs de base.Le théorème d'inversion présente un intérêt théorique mais aussi pratiquepuisqu'il permet entre autre de stoker les polyèdres sous une forme standardmême si elle n'est pas unique.Plusieurs algorithmes d'inversion ont été proposés. Le plus onnu est proba-blement l'algorithme de Mantyla [18℄. L'idée est de parourir toutes les arêtesdans un ordre quelonque et de les réduire par l'opérateur approprié (KEF,KEV,KEMR ou MFKRH et KEF). On aboutit alors à un polyèdre sans arête et onte-nant don une unique fae par omposante onnexe. Chaque fae est formée deplusieurs ontours tous réduits à un sommet. On joint dans haque fae, lesommet de haque anneau à elui du ontour extérieur par un MEKR puis on
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MVSF MEV

MEV, MEV MEF

MEV,MEV, MEV, MEV MEF, MEF, MEF, MEF
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s2
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a5 a6
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s5 s6

s7s8
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a11
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Fig. 1.6 � Constrution d'un ube ave les opérateurs d'Eulerfaes aretes anneau sommets omp. onn. trou0 0 0 0 0 0MSVF 1 0 0 1 1 0MEV 1 1 0 2 1 0MEV 1 2 0 3 1 0MEV 1 3 0 4 1 0MEF 2 4 0 4 1 0MEV 2 5 0 5 1 0MEV 2 6 0 6 1 0MEV 2 7 0 7 1 0MEV 2 8 0 8 1 0MEF 3 9 0 8 1 0MEF 4 10 0 8 1 0MEF 5 11 0 8 1 0MEF 6 12 0 8 1 0



O.Stab Modélisation géométrique 22détruit le premier sommet et l'arête ainsi réée par un KEV. Chaque omposanteonnexe n'est plus formée alors que d'une fae, d'un ontour et d'un sommet.Les opérations booléennesLe problème est le suivant : étant donné 2 domaines A et B (onstituésd'une ou plusieurs omposantes onnexes) et représentés par RA et RB ommentobtenir une représentation RC du domaine résultant de l'union C = A ∪ B, del'intersetion C = A ∩ B ou la di�érene C = A − B.Dé�nition 8 On appele opérations booléennes régularisées les opérationsbooléennes lassiques ∪,∩,− modi�ées pour ne produire que des objets réguliers.Elles sont généralement notées : ∪∗,∩∗,−∗.
A

B

AnB

A

B

Fig. 1.7 � Opérations booléennes non régulariséesLe prinipe des opérations booléennes sur une représentation frontière est lesuivant. La frontière du domaine résultant est formée des parties des frontièresdes opérandes. Les parties de la frontière de A et elle de B sont à garder ouà rejeter suivant leurs positions relatives et le type d'opération. Il y a 8 lassessuivant leurs positions (dans, hors, sur) :
Fr(A)dansB Fr(A)horsB Fr(A)sur + B Fr(A)sur − B
Fr(B)dansA Fr(B)horsA Fr(B)sur + A Fr(B)sur − Aoù Fr désigne la frontière de A et le signe assoié �sur� est le signe du pro-duit salaire entre les normales des faes de la frontière de A et les normales dela frontière de B.
Fr(A ∪∗ B) = (Fr(A)horsB) ∪(Fr(A)sur + B) ∪(Fr(B)horsA)
Fr(A ∩∗ B) = (Fr(A)dansB) ∪(Fr(A)sur + B) ∪(Fr(B)dansA)
Fr(A −∗ B) = (Fr(A)horsB) ∪(Fr(A)sur − B) ∪(Fr(B)dansA)Dé�nition 9 On appele ontour d'intersetion noté Ci du triplet A,B,♦ lalimite sur la frontière de A (ou elle de B) entre les parties à garder et elles



O.Stab Modélisation géométrique 23à rejeter. Ci est onstitué de plusieurs yles d'arêtes résultant de l'intersetionde la frontière de A ave elle de B.Les grandes étapes de l'algorithme des d'opérations booléennes sont les sui-vantes :� Calul de Ai : l'ensemble des arêtes données par l'intersetion entre toutesles faes du polyèdre PA et les faes du polyèdre PB .� Calul de Ci : hoix des yles d'arêtes dans Ai. Insertion de Ci dans PAet PB .� Suppression des faes, des arêtes et des sommets de PA et PB qui n'ap-partiennent pas à la frontière du domaine résultant.� Reonstrution du polyèdre par ollage des frontières sur le Ci.� Union des faes oplanaires et des arêtes olinéaires.On trouvera dans [8℄ une desription préise des étapes de et algorithme.1.2.6 Les propriétés du modèle BrepLes propriétés du modèle Brep sont les suivantes :Le domaine : L'ensemble des objets représentés peut être très large, ela dé-pend prinipalement de la géométrie des arêtes et de la géométrie des faespour le 3D.La omplétude : Les méthodes pour le alul de l'aire (le volume) et la loa-lisation d'un point sont simples et e�aes.L'uniité : En 2D il existe une forme standard unique et indépendante de laposition et de l'orientation pour des polygones simples (shamos). Pour desgéométries plus omplexes et pour le 3D, l'uniité n'est généralement pasvéri�ée.La failité de manipulation : Elle dépend des objets à modéliser, généra-lement orrete en 2D, la manipulation devient di�ile en 3D et néessitedes outils véri�ant la validité de la struture.Les performanes tehniques : La préision et la onision dépendent de lagéométrie des arêtes. La plupart des algorithmes sont rapides et e�aesen 2D.1.2.7 Les onlusionsLa représentation frontière est probablement la représentation qui est laplus utilisée, elle sur laquelle on a le plus travaillé. Néanmoins, de nouveauxproblèmes surgissent quand on herhe à traiter le as des polyèdres à faesquelonques. On distingue :� Les problèmes de type géométriques liées à la géométrie des faes. Denombreux algorithmes deviennent alors très di�iles à mettre au point oupeu performants (on pourra onsulter à e propos [10℄).



O.Stab Modélisation géométrique 24� Les problèmes de type topologiques liées à l'adjaenes entre les faes etdon la manipulation de domaines non-manifold. On pourra trouver desextensions du modèle présenté préédemment dans [8℄ page 61, dans [28℄ p190 et dans [32℄. Une autre approhe très prometteuse est elle des artesgénéralisées ou G-map dont on trouvera une desription dans [17℄.1.3 L'arbre de onstrution solide ou C.S.GL'approhe onstrutive est probablement la plus �rihe� dans la mesure oùtoute méthode pouvant produire un historique s'y apparente. Pour des raisonspédagogiques nous allons ii nous limiter aux arbres booléens de onstrutionou C.S.G. pour Construtive Solid Geometry.1.3.1 La représentation informatiqueLe C.S.G est un arbre binaire dont les feuilles sont des �primitives géomé-triques� et les noeuds les opérateurs booléens régularisées (∪∗,∩∗,−∗ ). Lesprimitives peuvent être très diverses. En 3D on peut onsiderer : les volumesélémentaires (boites, ylindres, ones...), les volumes obtenus par d'autres opé-rations (extrusion ou balayage...), les volumes dérits par leur représentationfrontière... Les transformations géométriques (translation, rotation, homothé-tie) peuvent être stokées dans l'arbre de onstrution : au niveau des feuilleselles ne s'appliquent qu'à la primitive, au niveau d'un noeud elles s'appliquentaux sous-arbre droit et gauhe. Un exemple de C.S.G. est donné �gure 1.8.Remarquons que la struture de l'arbre est identique en 2D et en 3D. Unexemple de délaration en langage C est donné �gure 1.9.1.3.2 Les algorithmes élémentairesLa plupart des algorithmes élémentaires ont la struture d'un algorithmede parours de l'arbre. Arrivé aux feuilles le traitement spéi�que est appliqué,puis quand 2 sous-arbres sont traités leurs résultats sont �ombinés�. Un shémadireteur est donné �gure 1.10.Exerie 3 Modi�ez la struture de données (�gure 1.9) et l'algorithme deparours (�gure 1.10) pour traiter les transformations au niveau des noeuds.La loalisation d'un point :L'algorithme repose sur le prinipe de la distributivité des opérations. Parexemple, si l'on note p un point de l'espae :
p ∈ (A ∪ B) ⇐⇒ (p ∈ A)ou(p ∈ B) (1.15)L'algorithme teste d'abord si le point appartient aux primitives (les feuilles)puis, en haque noeud, ombine les résultats des 2 sous arbres suivant le type de
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...differene {union { /* --- la partie bleue --- */union {box { <0,0,0> <107,48,11> }box { <0,0,0> < 11,48,25> translate <96,0,11> }}ylinder { <0,0,0> <0,48,0> 30 translate <53.5,0,5.5> }texture { pigment { red 0.0 green 0.0 blue 1.0 } }}union { /* --- la partie rouge --- */union {ylinder { <0,-1,0> < 0,49,0> 19 translate <53.5,0,5.5> }box { <0,-1,0> <60,49,-30> translate <23.5,0,0> }}union {union { /* les 2 trous vertiaux */ylinder { <0,0,-1> <0,0,12> 6.5 translate <0,13,0> }ylinder { <0,0,-1> <0,0,12> 6.5 translate <0,35,0> }translate <13,0,0>}union { /* le trou au fond */ylinder { <0,0,0> <13, 0, 0> 6.5 translate <0,24.0,0> }box { <0,0,0> <13,13,13> translate <0,17.5,0> }translate <95,0,24>}}texture { pigment { red 1.0 green 0.0 blue 0.0 } }}} Fig. 1.8 � Dé�nition de la géométrie ave un arbre CSGExemple de pièe méanique dérite dans la syntaxe de POV-RAY : �hier dedesription et image générée.



O.Stab Modélisation géométrique 26typedef ARBRE{ p_feuille f;p_noeud op;strut ARBRE *fd;strut ARBRE *fg;} t_arbre, *p_arbre;/* valeurs pour le type des feuilles */#define CSG_BOITE 0#define CSG_CYLINDRE 1#define CSG_TORE 2 /* .... */typedef FEUILLE{t_type type; /* type de la primitive */t_salaire data[3℄; /* parametres `` `` `` */t_point origine; /* position `` `` `` */t_veteur repere[3℄;/* orientation `` `` */} t_feuille, *p_feuille;/* valeurs pour le type des noeuds */#define CSG_INTER 0#define CSG_DIFFE 1#define CSG_UNION 2typedef NOEUD{ t_type type; /* type de l'operateur */} t_noeud, *p_noeud;/* maro d'aes a la struture */#define FILS_DROIT(arbre) ((arbre)->fd)#define FILS_GAUCHE(arbre) ((arbre)->fg)#define FEUILLE_ARBRE(arbre) ((arbre)->f)#define NOEUD_ARBRE(arbre) ((arbre)->op)#define TYPE_FEUILLE(feuille) ((feuille)->type)#define TYPE_NOEUD(noeud) ((noeud)->type)Fig. 1.9 � Délaration des strutures de données pour les arbres CSGDélaration de la struture des �objets� et des méthodes d'aès aux donnéessous forme de maro. Cette struture est minimum, elle doit être modi�é pourtraiter :� le 2D et le 3D indi�érement,� di�érents types de positionnement (relatif, absolu),� di�érents types de primitives (volumes anoniques ou obtenus par opérationd'extrusion...),� ...



O.Stab Modélisation géométrique 27TRAITER_ARBRE(A,A_RES)/***********************************************//* A : arbre binaire *//* A_RES : resultat du traitement de l'arbre *//***********************************************/{ if( A == NIL )return(ERREUR);AD = FILS_DROIT(A);AG = FILS_GAUCHE(A);if((AD == NIL)&&(AG == NIL)){/* as d'une feuille */A_F = FEUILLE_ARBRE(A);return(TRAITER_FEUILLE(A_F,A_RES));}if( TRAITER_ARBRE(AG,&AG_RES) != OK)return(ERREUR);if( TRAITER_ARBRE(AD,&AD_RES) != OK)return(ERREUR);A_OP = NOEUD_ARBRE(A);return(TRAITER_NOEUD(A_OP,AG_RES,AD_RES,A_RES));}TRAITER_FEUILLE(F,A_RES)/***********************************************/{ swith(TYPE_FEUILLE(F)){ase CSG_BOITE : return(TRAITER_BOITE(F,A_RES));ase CSG_CYLINDRE: return(TRAITER_CYLINDRE(F,A_RES));ase CSG_TORE : return(TRAITER_TORE(F,A_RES));...}TRAITER_NOEUD(OP,AG_RES,AD_RES,A_RES)/***********************************************/{ swith(TYPE_NOEUD(OP)){ase CSG_UNION :return(TRAITER_UNION(AG_RES,AD_RES,A_RES);ase CSG_INTER :return(TRAITER_INTERSECTION(AG_RES,AD_RES,A_RES);ase CSG_DIFFE :return(TRAITER_DIFFERENCE(AG_RES,AD_RES,A_RES);...} Fig. 1.10 � Algorithme de parours d'un arbre (CSG)TRAITER_ARBRE est un algorithme lassique de parours d'arbre binaire.Les informations propres au CSG apparaissent au niveau des feuilles et desnoeuds. Ce shéma sert pour de nombreux traitements : la loalisation d'unpoint dans le CSG, le alul de la Brep assoiée...



O.Stab Modélisation géométrique 28l'opérateur (les tables de omposition sont données sur la �gure 1.11). L'algo-rithme s'érit simplement sur le shéma de la �gure 1.10 où il su�t de remplaerTRAITER_ par POINT_DANS_. Cependant, omme le montre la �gure 1.11,il y a ambiguïté quand le point (noté p) se trouve lassé sur les deux frontières(de A et de B). Il est important de noter que l'ambiguïté apparaît pare quel'on utilise des opérations booléennes régularisées. Résoudre le problèmen'est pas trivial : utiliser les normales aux surfaes n'est pas su�sant dans leas général.Dans la pratique 'est le point testé qui est ramené dans le repère loal dela primitive et e a�n de failiter les aluls. Les transformations stokées dansl'arbre CSG sont inversées puis appliquées au point. Par exemple, si l'on note
T une transformation et p un points de l'espae :

p ∈ (A ∪ T (B)) ⇐⇒ (p ∈ A)ou(T−1(p) ∈ B) (1.16)Exerie 4 Erire l'algorithme qui permet de loaliser un point par rapport àun ylindre de rayon r et de hauteur h.Intersetion ave une droiteComme préédemment, l'algorithme repose sur le prinipe de la distributivitédes opérations. Par exemple, si l'on note D une droite :
D ∩ (A ∪ B) ⇐⇒ (D ∩ A) ∪ (D ∩ B) (1.17)Le problème est maintenant trivial puisque 1D. L'algorithme suit le mêmeshéma que le préédent : il alule d'abord l'intersetion de la droite aveles primitives (les feuilles) puis, en haque noeud, ombine les résultats des2 sous arbres suivant le type de l'opérateur. En haque noeud une opérationbooléenne régularisée est e�etuée entre des segments de droite. Remarquonsque les opérateurs régularisées introduisent là enore une ambiguïté qu'il fautrésoudre par des tests géométriques.Comme préédemment 'est la droite qui est ramené dans le repère loalde la primitive. Les transformations stokées dans l'arbre CSG seront inverséespuis appliquées à la droite. Par exemple, si l'on note T une transformation et

D la droite de l'espae :
D ∩ (A ∪ T (B)) ⇐⇒ (D ∩ A) ∪ T (T−1(D) ∩ B) (1.18)Exerie 5 Erire l'algorithme qui alule l'intersetion d'une droite ave unylindre de rayon r et de hauteur h.Exerie 6 Erire l'algorithme qui réalise une opération booléenne régulariséeentre deux segments de droite.
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A

B

Sur

Hors

A ∩ B Dans Sur HorsDans Dans Sur HorsSur Sur Sur/Hors HorsHors Hors Hors Hors
A

B

Dans

Sur

A ∪ B Dans Sur HorsDans Dans Dans DansSur Dans Sur/Dans SurHors Dans Sur Hors
A

B

Sur

Hors

A − B Dans Sur HorsDans Hors Sur DansSur Hors Sur/Hors SurHors Hors Hors HorsFig. 1.11 � Loalisation d'un point par rapport à un CSGSi un point est loalisé par rapport à 2 domaines A et B, alors les tables i-dessusdonnent la position du point par rapport au domaine résultant de l'intersetion,l'union, ou la di�érene. Notons qu'il y a une ambiguité dans le as Sur/Sur et ilfaut onnaitre la position relative d'une frontière par rapport à l'autre (stokerla normale à la frontière n'est pas su�sant pour résoudre le problème dans leas général).



O.Stab Modélisation géométrique 30Le alul de l'aire ou du volume :Le alul de l'aire ou du volume est évident dans les as partiuliers où lesprimitives ne s'intersetent pas pleinement (ou s'inluent totalement), le alulest impossible à réaliser dans le as général sur la struture elle même.1.3.3 La manipulation du C.S.GLes opérations élémentairesLes transformations géométriques élémentaires s'appliquent simplement auxfeuilles de l'arbre : en modi�ant la position des primitives (rotation, transla-tion...) et leurs dimensions (hangement d'éhelle...).Au niveau de la struture des données on peut modi�er l'arbre, modi�er lesprimitives ou leurs positions.Les opérations booléennesLes opérateurs booléens sont les opérateurs naturels pour manipuler le CSG.Ils ne néessitent auun algorithme à proprement parler. Ce sont ii des opéra-tions élémentaires !1.3.4 Les propriétés du modèle C.S.GLes propriétés du modèle C.S.G sont les suivantes :Le domaine : L'ensemble des objets représentés peut être très large, ela dé-pend prinipalement de la géométrie des primitives.La omplétude : Les méthodes pour la loalisation d'un point sont simples ete�aes. En revanhe le modèle n'est pas adapté aux aluls d'aire ou devolume.L'uniité : L'uniité n'est pas véri�ée : il existe géneralement, même pour desgéométries simples, plusieurs déompositions en primitives di�érentes. Deplus, pour un même ensemble de primitives il existe plusieurs façons de lesagener. Le nombre d'arbres est proportionnel à elui de Catalan. On entrouve une démonstration dans [20℄. Le nombre d'arbres géométriquementéquivalents est généralement très inférieur.La failité de manipulation : Le C.S.G est un modèle très ergonomique etproposé dans l'interfae utilisateur de tous les grands modeleurs 3D.Les performanes tehniques : La préision et la onision dépendent del'adéquation des primitives à la géométrie que l'on herhe à représenter.1.3.5 Les onlusionsLe C.S.G est le modèle de prédiletion de la C.A.O méanique mais il peutaussi être utilisé dans d'autres domaines d'appliation. C'est le modèle le plusergonomique, il est généralement utilisé ave un modèle Brep alulé automati-quement.



O.Stab Modélisation géométrique 311.4 L'énumération spatialeL'espae est déoupé en ellules dont les faes sont perpendiulaires auxaxes. Elles sont loalisées par rapport à l'objet : elles sont à l'intérieur (pleines)ou à l'extérieur (vide) ou enore dans ertains as à heval (partiel). Quelquesoit le type de déoupage, l'espae d'étude (représenté par le modèle) est limité,généralement à un parallélépipède retangle. Un système de oordonnées loal,propre à et espae est utilisé : il est généralement disrêt (il est adressé par desentiers naturels).On peut distinguer 3 types de modèles d'énumération spatiale :La grille régulière : haque ellule est identique, par exemple les pixels d'unéran raster, les voxels d'une image 3D.�Le quadtree�, �l'otree� : 'est une extension du as préédent puisque l'onadmet des niveaux de déoupage di�érents. Les ellules sont identiques àun rapport près (en 2d où d est la dimension de l'espae).Le polytree ou PM tree 3 : 'est une extension du as préédent puisquel'on admet que ertaines ellules soient redéoupées suivant des shémassimples qui ne sont pas des plan perpendiulaires aux axes.1.4.1 La représentation informatiqueLa grille régulière peut être représentée par un tableau de booléens de di-mension 2 ou 3 suivant la dimension de l'espae.Le quadtree est un arbre quaternaire dont haque feuille ontient l'informa-tion plein ou vide. Un exemple est donné �gure 1.13. L'otree est l'extension dumême shéma au 3D (arbre otal). Dans un espae à dimension d les noeuds del'arbre ont 2d �ls.Exerie 7 Complétez le shéma du quadtree de l'exemple de la �gure 1.13.Le polytree est un arbre quaternaire ou otal dont haque feuille ontientl'information plein ou vide ou mixte. Dans e dernier as la feuille doit onte-nir le modèle élémentaire de frontière. Par exemple en 3D une ellule mixteontient :- soit un sommet et 1 seul (et toutes les arêtes inidentes) ;- soit une portion d'arête (et les 2 faes inidentes) ;- soit une portion de fae.C'est un modèle mixte entre otree et Brep.De nombreuses strutures informatiques permettent de représenter les mo-dèles d'énumération spatiale. Notons seulement que le quadtree (l'otree...) peutêtre représenté sous la forme d'une liste de ellules pleines : pour haque ellulele hemin qui permet d'y aéder est stoké. Le hemin est la suite de hi�res3PM tree : PM pour Polygonal Map
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Fig. 1.12 � Exemples d'otrees de géométries simples



O.Stab Modélisation géométrique 33(ompris entre [0 :3℄ pour un quadtree, entre [0 :7℄ pour un otree) haun or-respondant à un embranhement à un niveau de l'arbre (à un �ls en un noeudde l'arbre). Quand une ellule pleine n'est pas une feuille des 'X' sont ajoutés.Cette struture n'est pas optimale pour l'aès mais bien adaptée pour le sto-kage ar relativement onise. Le odage de l'exemple i-dessous orrespond àla géométrie (et à la numérotation des �ls) de la �gure 1.13.0XX,100,101,102,110,113,120,122,123,131,132...Exerie 8 Complétez le odage de l'exemple i-dessus orrespondant à la géo-métrie de la �gure 1.13.Exerie 9 Sur l'exemple de la �gure 1.13, la numérotation des �ls privilégieles x. Montrer que pour la géométrie présentée sur la même �gure, la numéro-tation privilégiant les y donne la même déomposition.Exerie 10 Montrez que la taille d'un �hier (binaire) de stokage peut êtreégal à n ∗ p ∗ d bits si n est le nombre de ellules pleines, d la dimension del'espae et p la profondeur de l'arbre.1.4.2 Les algorithmes élémentairesLa loalisation d'un point :Le alul est trivial sur une grille régulière et de omplexité optimum (O(1)).En e�et, il su�t de déterminer la ase de la grille ontenant le point. Unetransformation simple permet de passer des oordonnées du point ((x, y) en2D) dans l'espae réel (une fenêtre (xmin, ymin, xmax, ymax)) aux oordonnées
(i, j) dans l'espae disrêt (le tableau de nm ases : [0 : n− 1][0 : m− 1]) par laformule :

i = n (x−xmin)
(xmax−xmin

j = m (y−ymin)
(ymax−ymin

(1.19)Le alul sur le quadtree ou l'otree néessite un parours de l'arbre ave untest élémentaire à haque noeud (voir �gure 1.14). Sa omplexité est en O(p) pireas ou p est la profondeur de l'arbre. De même que pour la grille, le passage d'unpoint (de oordonnées (x, y) en 2D) de l'espae réel à un quadtree de profondeur
p se fait par une transformation simple : il su�t d'utiliser le odage binaire (sur
p bits de (y, x) dans notre exemple) pour déterminer le hemin menant à laellule ontenant le point.Démontrons le simplement à l'aide d'un algorithme reursif : si l'on suppose unarbre de profondeur p, au premier niveau les oordonnées xi du point P serontomparées ave les oordonnées du entre de la ellule Cp : 2p−1. Soit Cp−1 laellule ontenant P , plaçons nous dans son repère, 'est à dire soustrayons sonorigine si néessaire : si (xi >= 2p−1 alors (xi = xi − 2p−1). Au niveau inférieurles nouvelles oordonnées de P seront omparées ave les oordonnées du entrede la ellule Cp−1 : 2p−2... Et ainsi de suite jusqu'à la feuille...
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Fig. 1.13 � Exemple de quadtree sur une géométrie simpleSur la �gure du haut le grisé représente la géométrie du quadtree. Sur la �guredu dessous l'arbre quaternaire est laissé inomplet pour des raisons évidented'enombrement.



O.Stab Modélisation géométrique 35

(0,0)

(0,1)

(1,0)

(0,0)

(4,4)

(8,8)

(-5,-5)

(7,3)

(6,2)

(5,5)

X X
(3,-2) (6.4,2.4)

1

3

0

P

F P P E

P P P PP

F F F E F E E F F E F F E F F E

0

1

3

0 1

2 3

Position du point (6,2)

2 = 0 1 0
6 = 1 1 0
     -----
      1 3 0

Fig. 1.14 � Loalisation d'un point dans un quadtreeLe alul sur le quadtree (ou l'otree) néessite un parours de l'arbre ave, àhaque noeud, un test pour savoir de quel oté du entre se trouve le point àloaliser. La struture même du quadtree (ou de l'otree) impose une relationsimple entre tous les entres des quadrants. Cette relation est même élémentairedans l'espae de référene Er = [0, 2p][0, 2p] où p est la profondeur de l'arbre.Pour tester un point il su�t don de le ramener dans l'espae de référene et dele oder sur p bits omme l'illustre l'exemple.



O.Stab Modélisation géométrique 36Exerie 11 Peut-on identi�er des points sur la frontière d'un objet représentépar une grille ou un quadtree ?En déduire la topologie des ellules des modèles d'énumération spatiale ?Le alul sur le polytree est identique au préédent à l'exeption des feuillesmixtes ou le alul est plus ou moins trivial.Intersetion ave une droite :L'algorithme parourt les ellules ontenant la droite, et si es ellules sontpleines, elles appartiennent à l'intersetion.Dans le as d'une grille 2D le parours d'une droite s'apparente au traé d'unsegment (haque ellule de la grille est un pixel sur l'éran) dont l'algorithmeest donné pour une droite y = ax + b dans le as où 0 < a < 1 :WritePixel(i0,j0)d=a*(i0+1)+b-(j0+1/2)for(i=i0+1;i<nb;i++){if( d<0 )d=d+aelse d=d+a-1j=j+1WritePixel(i,j)}C'est un algorithme onnu sous le nom de �midpoint line algorithm�. Il fon-tionne par balayage (de l'axe x si 0 < a < 1 de l'axe y sinon) : on part d'unpoint de la droite (i0, j0) et l'on inrémente i. Il peut être réérit pour devenirtrès e�ae et ne manipuler que des entiers (voir [12℄ page 78).Exerie 12 Réerire l'algorithme i-dessus pour qu'il ne manipule plus quedes entiers.Exerie 13 Modi�ez l'algorithme pour tester l'intersetion de la droite avele modèle.Le alul de l'aire ou du volume :Le alul est trivial sur une grille régulière et en O(I ∗J) en 2D, O(I ∗J ∗K)en 3D, où I, J,K sont respetivement le nombre de lignes, de olonnes et derangées de la grille.Le alul sur le quadtree ou l'otree néessite un parours des feuilles del'arbre. Il est don en O(n) ou n est le nombre de feuilles de l'arbre.Le alul sur le polytree est identique au préédent à l'exeption des feuillesmixtes ou le alul est plus ou moins trivial.



O.Stab Modélisation géométrique 371.4.3 La manipulation des modèlesQuelque soit le modèle d'énumération spatial, l'opération booléenne ne peutêtre réalisée que si l'espae représenté est identique (une même fenêtre en 2D).Dans le as de grilles de même résolution (même nombre de lignes et de o-lonnes en 2D), le alul d'une opération booléenne est réalisé en parourant lestableaux et en e�etuant les opérations diretement sur les ellules orrespon-dantes. Par exemple, si l'on note GA (GB) la grille représentant la géométrie A(resp. B), la grille représentant l'union est donné par :
GA∪B(i, j) = GA(i, j) ∪ GB(i, j) (1.20)Exerie 14 Érire l'algorithme d'union de 2 grilles de "résolution" di�é-rentes en 2D.Pour le quadtree et l'otree l'algorithme est aussi assez simple : il est iden-tique à la grille pour le as des feuilles de même profondeur mais il faut aussitraiter le as des noeuds. Par exemple, l'arbre C résultant de l'union de 2 arbres

A et B est onstruit de la façon suivante :union( Ca , Cb )/***************/if( vide(Ca) ) return(Cb);if( vide(Cb) ) return(Ca);for(i=0;i<2^d;i++)fils(Cab,i)=union(fils(Ca,i),fils(Cb,i));return(Cab);Exerie 15 Optimiser l'algorithme préédent pour éviter d'avoir toutes lesfeuilles d'un même sous arbre identiques (pleines ou vides).Exerie 16 Montrer que les opérations booléennes n'ont pas besoin d'être ré-gularisées.Exerie 17 Trouver des exemples où les opérations booléennes en 3D nedonnent pas un résultat ave une frontière 2-manifold.Le alul sur le polytree est identique au préédent à l'exeption des feuillesmixtes ou le alul est plus ou moins trivial.D'autres opérations omme la rotation en général (d'un angle qui n'est pasmultiple de 90 degrés), le hangement d'éhelle (d'un fateur qui n'est pas unepuissane de 2) , évidentes sur d'autres modèles peuvent ii poser de sérieuxproblèmes.1.4.4 Les propriétés des modèles d'énumérationLes propriétés des modèles d'énumération spatiales sont les suivantes :



O.Stab Modélisation géométrique 38Le domaine : L'ensemble des objets représentés peut être très large, ela dé-pend prinipalement de la préision autorisée.La omplétude : Les méthodes pour la loalisation d'un point sont très sim-ples. Le modèle est bien adapté aux aluls d'aire ou de volume.L'uniité : L'uniité n'est pas véri�ée à ause de la sensibilité des modèles àl'orientation de l'objet.La failité de manipulation : simple pour ertaines opérations (opérationsbooléennes) pose des problème pour d'autres (rotation).Les performanes tehniques : Pour les grilles la struture est généralementvolumineuse surtout en 3D. La préision est proportionnelle à la taillede la struture ! En revanhe les algorithmes sont simples et e�aes, ilspeuvent souvent être ablés. Pour les quadtrees et les otrees es remarquesdeviennent plus nuanées pour devenir tout à fait disutables pour lespolytrees.1.4.5 Les onlusionsLes grilles sont très utilisées dans le domaine de l'imagerie 2D et 3D (l'ima-gerie médiale omme pour la RMN, l'imagerie géophysique omme pour laré�exion sismique, la géostatistique...). Les quadtrees et surtout les otrees sontutilisés pour optimiser de nombreux aluls géométriques (reherhe des inter-setions par exemple). Ils sont rarement utilisés omme des modèles ou alors enombinaison ave d'autres.Les limitations imposées aux objets (rigidité, homogénéité) ne sont pas na-turellement respetées par le modèle.À l'exeption du polytree les objets sont représentés dans des espaes dis-rets. Les dé�nitions des voisinages, de la onnexité, du théorème de Jordans'expriment sur des pavages de l'espae (topologie disrète de Khalimsky) etprennent une toute autre forme. On trouvera es dé�nitions dans des traitésd'analyse d'images ou de morphologie mathématique [9℄.1.5 Comparaison et onversion des représenta-tionsComme nous l'avons vu toutes les représentations ne sont pas équivalentes.La tableau réapitulatif montre entre autre que le CSG est le modèle le plusinteratif et que la Brep est le modèle qui o�re le plus large domaine de repré-sentation.



O.Stab Modélisation géométrique 39Domaine Cal. Mass. Interat. G. AutomatCSG large (<Brep) di�ile faile Pas d'algoBrep large faile di�ile di�ileQuadtree large (<Brep) faile très di�ile di�ilePMtree large (=Brep) faile très di�ile di�ileLes représentations solides ayant des qualités omplémentaires il est logiqueque de nombreuses personnes aient travaillé sur les algorithmes de passage del'un à l'autre.De e point de vue aussi les représentations ne sont pas équivalentes. Ilexiste une hierarhie : ertains modèles ontenant en fait plus d'informationsque d'autres ils ne peuvent être générés à partir de es derniers. Le CSG en estun bon exemple.
CSG > Brep ≃ PMTree ≤ Quadtree, grilleCertaines transformations peuvent dégrader la préision de la représentationinitiale omme par exemple le passage d'une Brep à un Quadtree.La setion suivante donne les prinipes des prinipaux algorithmes de trans-formation.1.6 La onstrution d'un modèle d'énumérationspatialeLa grille, le Quadtree ou le PMTree peuvent être onstruits à partir d'uneBrep ou diretement à partir d'un CSG.1.6.1 Deux algorithmes générauxL'algorithme le plus simple à mettre en oeuvre pour les quadtree, otree etPMtree est ertainement le suivant.Notons pmax la profondeur maximum de l'arbre et tmin la taille d'une ellulepour ette profondeur. La lassi�ation d'une ellule (quadrant pour d = 2 ouotant pour d = 3) par rapport au domaine : DANS, HORS, INTERSECTANTou INDETERMINÉ onditionne le déoupage.Une ellule n'est pas redéoupée, si elle est lassée DANS ou lassée HORS.De même une ellule n'est pas redéoupée si elle est lassée INTERSECTANTet que l'approximation de la frontière est aeptable ou que la taille minimumdes ellules est atteinte (t = tmin), Dans tous les autres as la ellule est redé-oupée en 2d nouvelles ellules qui sont de nouveau testées.Une première façon de déterminer la position d'une ellule par rapport audomaine est de tester la position de ses oins (voir par exemple [2℄). Ce test estrapide mais ne peut être satisfaisant que si la taille de la ellule est assez petite(t < tmax) par rapport à la géométrie à tester. Les ellules sont alors lassées :



O.Stab Modélisation géométrique 40DANS : si tous les oins sont à l'intérieur du domaine et si la taille t de laellule est telle que t < tmax.HORS : si tous les oins sont à l'extérieur du domaine et si la taille t de laellule est telle que t < tmax.INTERSECTANT : si des oins sont à l'extérieur du domaine et d'autres àl'intérieur.INDETERMINÉ : dans tous les autres as.Une deuxième façon de déterminer la position d'une ellule par rapport audomaine est de tester la position de son entre par rapport au domaine dilatéet érodé4 de la taille de la ellule (voir par exemple [25℄ ou [23℄ ).DANS : si le entre de la ellule est à l'intérieur du domaine érodé de t.HORS : si le entre de la ellule est à l'extérieur du domaine dilaté de t.INTERSECTANT : si le entre de la ellule est à l'intérieur du domainedilaté de t et à l'extérieur du domaine érodé de t et si des oins sont àl'extérieur du domaine et d'autres à l'intérieur.INDETERMINÉ : dans tous les autres as.Finalement, si l'indétermination subsiste à la profondeur pmax on a reoursau opérations booléennes régularisées pour le alul exate de l'intersetion.Cette seonde tehnique a l'avantage de lasser rapidement les ellules DANSet HORS alors qu'il fallait dans l'algorithme préédent atteindre la taille tmaxsans savoir si ela était su�sant (ar les problèmes peuvent subsister) ou né-essaire (sous arbres dont toutes les feuilles sont DANS ou HORS et qu'il fautsupprimer).Pour appliquer le premier algorithme à un CSG ou à une Brep il su�td'utiliser la proédure de lassi�ation ad-ho d'un point par rapport au modèle.En revanhe le deuxième algorithme demande en plus le alul des opérationsbooléennes et surtout le alul du domaine érodé et dilaté qui n'est pas trivial.Cet algorithme peut être envisagé sur un CSG si haque primitive admet desopérations (même approximatives) d'érosion et de dilatation. En revanhe il estdi�ile de l'appliquer à une Brep dont l'érosion et la dilatation peuvent hangerla topologie (voir les réseaux bisseteurs [21℄).1.6.2 Algorithmes spéi�ques de onstrution à partird'une BrepLe premier algorithme de la setion préédente fontionne entre autre sur laBrep, mais il est général et n'utilise pas expliitement le modèle. Ii, l'approherepose sur le parours de la frontière ; elle est don spéi�que aux Brep. Le prin-ipe est simple, on détermine dans le modèle spatial les ellules que la frontièretraverse. On s'arrange pour que l'ensemble des ellules traversées forment unefrontière (au sens disrêt). Le théorème de Jordan �disrêt� permet ensuite de4L'érosion et la dilatation sont de�ni par un élément struturant (ii la ellule) repéré parson entre et que l'on déplae dans l'espae [11℄



O.Stab Modélisation géométrique 41dé�nir et de parourir l'intérieur du domaine.Dans le as où l'on herhe à onstruire une grille 2D, les problèmes peuventse ramener au �traé� de segments (voir le �midpoint line algorithm�) et de rem-plissage de polygones. Ce sont des traitements lassiques pour l'a�hage suréran raster (à balayage de trame) que l'on trouvera traité dans tous les ouvragesabordant le graphisme sur ordinateur (onsulter par exemple les hapitres 3 et19 de [12℄).Dans le as où l'on herhe à onstruire un Quadtree un Otree, ou unPMtree il faudra insérer haque sommet, haque arête et haque fae dans lemodèle. Pour haque insertion, il faudra aluler l'intersetion de l'élément defrontière ave la ellule qui le ontient et redéouper ette ellule si néessaire.Pour de plus amples détails, on pourra onsulter [3℄.1.7 La onstrution de la Brep1.7.1 Constrution à partir d'un CSGPour passer d'un CSG à une Brep, la méthode la plus simple onsiste àaluler la Brep de haque primitive puis à parourir l'arbre pour appliquer lesopérateurs booléens présents aux noeuds. Notons que le parours de l'arbre estréursif non terminal (identique au parours pour la lassi�ation d'un point).1.7.2 Constrution à partir d'une grilleIl arrive que les données géométriques initiales soient sous la forme d'unegrille 2D ou 3D de ellules informées (haque ellule dispose d'une valeur). Nousallons voir omment on peut extraire une frontière.On peut onsidérer que haque ellule a une valeur binaire DANS ou HORS.En e�et, si les ellules ont une valeur réelle, et que l'on herhe l'isosurfae
S(x, y, z) = Vc, on peut se ramener au as préédent en seuillant par la valeurde oupure (Vc).Considérons la grille duale : les ellules deviennent des sommets de la nouvellegrille. Les méthodes d'extration ont pour prinipe de parourir l'ensemble desellules élémentaires de ette nouvelle grille et, pour haune d'elle, d'établir enfontion de la valeur de ses oins, la portion de surfae qui l'intersete.Une ellule de frontière est une ellule dont ertains oins sont lassés HORSet d'autres sont lassés DANS. Les moreaux de surfae sont supposés plan danshaque ellule.Deux problèmes, d'ordre di�érents mais tous deux liés à la préision relativede la grille, peuvent apparaitre :� Le as d'un objet dont la frontière ouperait plusieurs fois le oté d'unemême ellule ne peut être onsidéré. Le détail n'apparait pas au niveau dela grille, il n'apparaitra pas non plus sur la représentation frontière.



O.Stab Modélisation géométrique 42� En 2D le as où les valeurs DANS et HORS sont situées sur les diagonalesd'une ellule est un as ambigu : deux topologies di�érentes peuvent don-ner e résultat. Le hoix est don plus ou moins arbitraire. En 3D le mêmeas se pose évidemment sur les faes des ellules.La méthode �marhing ube� proposée par [31℄ assoie à haque ube unesignature sur 8 bits (un bit par oin : 1 si le oin est DANS, 0 si il est HORS).Le nombre de on�guration est de 256 = 28 mais pour des raison de symétrieleur nombre peut être réduit à 15 as (voir �gure 1.15).Cependant, l'ambiguïté relevé préedement pour le as 2D introduit, en 3D,des disontinuités dans la surfae : les as 6, 7, 12 et 13 ont des symétriques quine se raordent pas. Il faut dé�nir de nouveaux as : 6', 7', 12' et 13' qui se ra-ordent mais ne sont pas des symetriques. Le nombre de on�gurations passeraità 19. Une autre tehnique simple et e�ae onsiste à déouper les ellules ensimplexes (triangle en 2D, tétraèdres en 3D). L'ambiguité n'est pas levée mais ladiagonale (du quadrangle) impose un hoix arbitraire sans équivoque et assurela ohérene.
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Fig. 1.15 � Les modèles du marhing ubePortions d'isosurfae des 15 on�gurations proposées par Lorensen. Notez queles as 6, 7, 12 et 13 ont des symétriques qui ne se raordent pas orretement.



Chapitre 2Algorithmique géométrique2.1 IntrodutionL'algorithmique géométrique introduit entre autre par Shamos et Preparataen 1978 est une disipline assez jeune et probablement plus onnue sous le termede Computational Geometry. Les problèmes abordés sont des problèmes deloalisation, de reherhe dans l'espae Eulidien, de détetion de proximité.Cette disipline étudie les algorithmes en terme de omplexité et de �abilité.Elle a de nombreuses appliations dans le domaine de la CAO, de la reherheopérationnelle, de la robotique et du graphisme sur ordinateur.2.1.1 Exemples d'appliations et problèmes types
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Fig. 2.1 � Le problème de �l'usine polluante�Où plaer une usine polluante p, a�n de maximiser sa distane (di) ave desvilles (les sites si) ? Le problème géométrique onsiste à trouver le plus granderle vide. Il peut être e�aement résolu par la triangulation de Delaunay dessites. 44



O.Stab Algorithmique géométrique 45En reherhe opérationnelle : Comment relier des stations en minimisantle able néessaire ? C'est le problème de l'arbre minimal reouvrant.Où installer une usine polluante pour l'éloigner des villes ? C'est le pro-blème du plus grand erle insrit (voir �gure 2.1).Ces 2 problèmes peuvent être abordés à partir des triangulations de De-launay.En modélisation géométrique : elle permet de reonstruire des géométriesvalides à partir de données inomplètes (nuage de points irréguliers, arêtesimposées...). Les triangulations de Delaunay (adaptatives ou non) sontsouvent à la base de es algorithmes.Pour les systèmes graphiques interatifs : la désignation à l'éran faitappel à une requete point ou une requete boite. Elle est traitée à l'aide destrutures d'aès adaptées omme les quadtree, les kd tree...En algorithmique géométrique on distingue habituellement 3 atégories deproblèmes :Les problèmes de loalisation et de reherhe : position d'un point parrapport à un polygone, reherhe des points ontenus dans une boite...Le problèmes du alul de l'enveloppe onvexe : L'enveloppe onvexe d'unnuage de points dans le plan (ou dans l'espae) est le plus petit polygoneonvexe (resp. polyèdre en 3D) ontenant les points.Les problèmes de alul de proximité : qui sont résolus par des stru-tures omme les diagrammes de Voronoi et les triangulations de Delau-nay...2.1.2 Évaluation des algorithmesLe omportement des algorithmes peut être étudié de plusieurs points devues qui dépendent des aratéristiques de l'appliation onsidérée.Pour une appliation interative : l'algorithme doit être rapide et dans lamesure du possible son temps de réponse doit être indépendant de laquantité des données.Pour des traitements répétitifs : quand elles ne hangent pas, les donnéessont préparées (ordonnanement, struture d'aès) de façon à optimiserertains traitements que l'on sait fréquents.Pour manipuler des données hangeantes : les strutures mises en plaepour optimiser les algorithmes doivent être mises à jour rapidement. Onparle d'algorithmes dynamiques. Ils sont généralement plus omplexes queles algorithmes statiques et ne seront pas abordés dans e doument. Maisl'ouvrage de Boissonnat et Yvine [6℄ développe le sujet et pourra êtreonsulté.



O.Stab Algorithmique géométrique 462.1.3 Les omplexitésUn problème (un algorithme) néessite des ressoures pour être traité (resp.exéuté) : on parle de omplexité. La omplexité s'exprime généralement enfontion du nombre de données à traiter mais il arrive parfois qu'elle s'exprimeaussi en fontion du nombre de solution au problème. Le terme de omplexitédoit être manipulé ave préautions, en fait il existe une terminologie préise :La omplexité en temps : donne le nombre d'opérations élémentaires né-essaire pour traiter les n données. Une opération est élémentaire si elleest indépendante des données.La omplexité en plae : donne la plae (mémoire) néessaire pour traiterles n données.La omplexité pire as d'un algorithme : donne les ressoures néessaires(temps ou plae) pour traiter n données dans le as où leur �on�guration�est la plus défavorable à l'algorithme.La omplexité meilleur as d'un algorithme : donne les ressoures nées-saires (temps ou plae) pour traiter n données dans le as où leur �on�-guration� est la plus favorable à l'algorithme.La omplexité moyenne d'un algorithme : donne le oût moyen d'un al-gorithme sur un ensemble très large de données. Son évaluation est analy-tique dans les as triviaux, généralement empirique mais aussi statistique.La omplexité d'un algorithme : donne les ressoures néessaires (temps ouplae) pour traiter un problème donné ave l'algorithme.La omplexité d'un problème : donne la omplexité (pire as) minimale quepeut atteindre un algorithme qui traite le problème.La omplexité s'exprime souvent omme une fontion polynomiale f dunombre de données n, on note : O(f(n)). Certains problèmes ont pourtant desomplexités non polynomiales (exponentielles) omme le problème lassique duvoyageur de ommere. Ces problèmes sont lassés NP1.L'exemple du triPrenons l'exemple du tri dans R.La omplexité du problème : O(nlog2n), elle est atteinte par le �tri-fusion�entre autres.La omplexité en temps de l'algorithme trivial : O(n2). L'algorithme tri-vial reherhe n fois le minimum dans le tableau et l'extrait.La omplexité meilleur as en temps du tri par ventilation : O(n) Laventilation v est une appliation qui assoie diretement un rang r à l'élé-ment : r = v(x), x ∈ R. Dans le meilleur as 'est une bijetion, haqueélément x à un rang distint et ordonné : appliquer v se fait en O(n) etrésoud le problème du tri.1NP pour Non-Polynomiaux



O.Stab Algorithmique géométrique 47La omplexité pire as en temps du tri par ventilation : O(n2). Géné-ralement plusieurs éléments ont une même image par v .a.d. un mêmerang ! Dans le pire as v ne permet de trier qu' un élément de l'ensemble.L'opération de ventilation (ave une nouvelle fontion) doit don être ré-pétée... jusqu'à n fois dans le pire as.Pour plus de détails on pourra se référer à [13℄.2.1.4 Tehniques algorithmiquesLes prinipales tehniques algorithmiques sont :les tehniques inrémentales : Soit un ensemble N de nN données. La phaseinitiale alule une solution S (souvent triviale) pour un sous-ensemble
Ns ⊂ N de petit ardinal (nNs

= m ave m = 2 ou 3). Puis ommene laphase inrémentale : on �ative� une nouvelle donnée (dans un ordre �xe :approhe déterministe ou dans un ordre aléatoire) et l'on met à jour lasolution. Le ardinal des données traitées est inrémenté : nNs
= m + 1.L'opération est répétée (nN − mfois) jusqu'à e que toutes les donnéessoient traitées : Ns = N (nNs

= nN ).les tehniques par balayage : Le prinipe est de �balayer� l'espae et de dé-terminer à haque étape quelles données peuvent être onernées par letraitement. On dit que es données sont �atives�. Une struture d'aèsaux données �atives� est maintenue a�n de limiter enore le nombre detests. L'algorithme de Bentley et Ottman (alul d'intersetions de seg-ments dans le plan), est un exemple typique de tehnique de balayage.l'approhe diviser pour regner : (ou �divide and onquer�). Elle s'e�etueen 2 phases. La première divise l'ensemble des données N en deux sous-ensembles de même taille Nd ∪ Ng = N . Chaque sous-ensemble est denouveau divisé (Ndd ∪ Ndg = Nd) et ainsi de suite jusqu'à obtenir des�petits� sous-ensembles qui admettent des solutions triviales. Puis om-mene la phase de fusion des solutions : la solution de N...dd et ellede N...dg vont permettre de onstruire e�aement la solution de N...d(N...d = N...dd ∪ N...dg) et ainsi de suite jusqu'à obtenir la solution de N .C'est souvent l'approhe optimale pour les problèmes statiques.Exerie 18 Déterminez les approhes utilisées par les algorithmes de tri évo-qués préédemment.2.2 La reherhe géométrique2.2.1 La loalisation d'un point vis à vis d'un polygoneLe problème est de déterminer si un point de oordonnées �xées est à l'inté-rieur où à l'extérieur d'un polygone.



O.Stab Algorithmique géométrique 48Il existe plusieurs algorithmes spéi�ques qui sont adaptés aux aratéristi-ques des polygones à traiter : polygones simples, polygones étoilés, polygonesonvexes (voir �gure 2.2).Pour un polygone de n �tés, on peut trouver des algorithmes de loalisationdont les omplexités (en temps, en mémoire et en temps de préparation) sontles suivantes :Polygone Temps Mémoire Pré-traitementSimple O(n) O(n) -Étoilé O(log2n) O(n) O(n)Convexe O(log2n) O(n) O(n)

convexe

etoile

simple

Fig. 2.2 � Quelques types de polygonesUn polygone simple partitionne l'espae en 2 régions (intérieur et extérieur). Onappelle noyau d'un polygone l'ensemble des points intérieurs au polygone qui�voient� tous les sommets du polygone. Un polygone est onvexe si son noyauest égal à son intérieur. Un polygone est étoilé si son noyau n'est pas vide.On remarque que la omplexité totale du traitement est identique dansles 3 as (polygone simple, étoilé, onvexe) : O(n). En revanhe quand ungrand nombre de points (m >> n) doit être lassé par rapport au polygone(traitements répétitifs) la omplexité des algorithmes n'est plus équivalentes :
O(m ∗ log2(n)) + O(n) << O(m ∗ n).L'algorithme de loalisation d'un point dans un onvexe est présenté �gure2.3.2.2.2 Les requêtes point, boiteConsidérons un ensemble de points partiuliers de l'espae (appelés sommetsou sites) N = {p ∈ Ed}, Card(N) = n. Le problème est d'obtenir e�aementle point de N de oordonnées �xées x ∈ Ed (requête point) ou enore les pointsde N ontenus dans un interval [x, y] ∈ EdxEd (requête boite).
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Fig. 2.3 � Point dans onvexeL'algorithme de loalisation d'un point P vis à vis d'un polygone à n �tés fon-tionne en 2 étapes. La première ordonne les seteurs orrespondants à haquesegment et onstruit une struture d'aès en O(n). La seonde étape déterminele seteur ontenant le point (en O(log2n) grâe à la struture d'aès) puis testela position du point par rapport à la droite (portant le segment).Pour es reherhes répétées, la mise en plae de strutures adaptées s'im-pose. Ce sont prinipalement des arbres. Un prétraitement onstruit don lastruture et trie les points de N dans ette struture. Le point reherhé x ∈ Edest ensuite rapidement lassé dans une ellule c de ette struture (en O(log2(n))par exemple pour un KDTree). Les oordonnées des sites dans la ellule c sontensuite examinés. Ces strutures s'érivent en dimension quelonque d mais se-ront, pour des raisons pratiques, présentés ii en 2D. Il s'agit :� des grilles (voir �gure 2.4)� des quadtrees (voir �gure 2.5)� des KDTrees (voir �gure 2.5)Pour les grilles et les quadtree, l'espae est d'abord limité à une fenêtre((xmin, ymin, xmax, ymax)) puis la préision de la struture est �xée : le nombrede lignes n et de olonnes m pour la grille, la profondeur maximum de l'arbrepour le quadtree (notée p). Il est alors possible de dé�nir des fontions de trans-fert permettant des lasser les sites dans la struture mais aussi de réaliser lesrequêtes point en fontion de leurs oordonnées (x, y). Pour la grille la fontionest ventilation donnée par :
i = n (x−xmin)

(xmax−xmin

j = m (y−ymin)
(ymax−ymin

(2.1)Pour le quadtree il s'agit du odage des oordonnées du point sur p bits.Cependant, dans le as du quadtree, il est néessaire au préalable de onstruirel'arbre. L'algorithme est une proédure réursive qui redéoupe une ellule si elleontient plus d'un site (ou un nombre trop important de sites) jusqu'à atteindre,si néessaire, la profondeur maximum.
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xFig. 2.4 � Requête boite sur une grilleLes intervals orrespondants à la boite [xmin, xmax], [ymin, ymax] sont alulésdans l'espae de la grille : [imin, imax], [jmin, jmax] . Les ellules orrespondantessont visitées et les sites ontenus mis dans la liste. Sur les ellules de bord enrevanhe, les oordonnées des sites doivent être omparés aux oordonnées réellesde la boite.Quand la répartition des sites est très hétérogène (de très fortes onentra-tions par exemple), il arrive que les grilles ou les quadtrees ne donnent pas derésultats satisfaisants. En e�et une grille très �ne onsommerait trop de mé-moire mais si elle ne l'est pas assez alors une grande quantité de sites peuventse retrouver dans une seule ellule et la ventilation ne sert à rien. De même unquadtree deviendrait trop profond et le oût des requêtes pourrait être propor-tionnel au nombre de site (n).Le KDTree répond à e problème ar les droites séparant ses ellules nesuivent pas des oordonnées entières ou des puissanes de 2. Ces droite D serontjustement hoisies pour séparer équitablement l'ensemble des sites en 2 sous-ensembles SD+ et SD ) a�n d'assurer que Card(SD+) = Card(SD ) ± 1.Le KDTree est un arbre binaire : à haque niveau l'espae est séparé en 2(en 4 pour un quadtree) suivant une seule oordonnées. Au niveau suivant laséparation se fera suivant l'autre oordonnée. L'arbre obtenu est équilibré et deprofondeur log2n, une requête point est ette fois-i réalisé en temps optimum,'est à dire en O(log2n) opérations.La onstrution d'un KDTree peut être réalisé en O(nlog2n) opérations. Ils'agit alors de l'algorithme optimum.2.3 L'enveloppe onvexe d'un nuage de pointsLe problème du alul de l'enveloppe onvexe d'un nuage de points est l'undes premiers problèmes posés en Algorithmique Géométrique. Ce n'est pour-tant qu'en 1991 que fut présenté le premier algorithme optimal quel que soit ladimension.
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j lb) KDtree d'un ensemble de sitesFig. 2.5 � Comparaison du quadtree et du KDtreeSur un même ensemble de sites, la quadtree et le KDtree donnent des résultatsdi�érents. Il faut noter que le KDTree a une profondeur minimum log2(12) =
3.58 ≃ 4 et que le requêtes seront don réalisées en temps optimum.



O.Stab Algorithmique géométrique 52On trouvera un développement à ette setion dans le hapitre 3 : �onvexHulls : Basi Algorithms� de [27℄, dans les hapitres 8 �enveloppe onvexe inré-mentale� et 9 (as 2D et 3D) de [6℄ et dans les hapitres 1 (exemple) et 11 (as3D) de [5℄.2.3.1 La omplexité du problèmeThéorème 4 Le problème du alul de l'enveloppe onvexe d'un nuage de pointde Rd a une omplexité en temps de O(nlog2(n) + n(d/2)) et de O(n(d/2)) enplae.Vous trouverez une démonstration générale et rigoureuse du théorème dans [6℄.
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Fig. 2.6 � Tri et Enveloppe onvexeLa donnée est un ensemble de points P={x, x ∈ R}. L'idée est de passer en2D : Q={(x, y), x ∈ P ety = x2}. Le alul de l'enveloppe onvexe de Q permetd'obtenir le tri de P : il su�t de parourir le polygone obtenu dans le senstrigonométrique.Dans le plan on démontre que le problème du tri dans R peut être résolupar le alul de l'enveloppe onvexe dans R2 (omme l'illustre la �gure 2.6).
Pb(tri) ⊂ Pb(EC) d'où O(Tri) ≤ O(EC). Réiproquement, l'algorithme deGraham montre que le tri résoud le problème du alul de l'enveloppe onvexe ;
Pb(EC) ⊂ Pb(Tri) d'où O(EC) ≤ O(Tri). La omplexité des problèmes estidentiques dans le plan : O(tri) = O(EC) = O(nlog2n) (qfd).2.3.2 L'algorithme de Graham (2D)Soit N un ensemble de points répartis dans R2, l 'algorithme de Graham estle suivant :1. Trouver p ∈ NR2 un point intérieur à l'enveloppe onvexe ;



O.Stab Algorithmique géométrique 532. Trier l'ensemble des points de N dans l'ordre lexio-graphique : angle polaireet distane à p ;3. Construire une haine irulaire doublement hainée : SUIV, PREC, DEBUT(DEBUT est un point extremum : par exemple le point d'ordonnée minimum)4. Rendre le polygone onvexe ave l'algorithme détaillé de la �gure 2.7.Exerie 19 A quels types de polygones s'applique l'algorithme qui les rendonvexes �gure 2.7 ?L'algorithme de Graham peut être amélioré entre autre pour éviter le aluldes angles :1. Reherher les points extrêmes suivant l'axe des x, se plaer dans le repèrede et axe et séparer les points au dessus des points au dessous de l'axe.Puis pour haun des 2 sous ensembles :2. Trier l'ensemble des points de N dans l'ordre lexio-graphique : x,y3. Construire une haine irulaire doublement hainée.4. Rendre le polygone onvexe ave le même type d'algorithme que préédem-ment.Finalement l'union des 2 enveloppes onvexes est triviale.L'algorithme de Graham fontionne dans le plan mais ne se généralise pasaux dimensions supérieures. Ce n'est pas un algorithme inrémental.2.3.3 Algorithme inrémentalExerie 20 Proposez un algorithme inrémental optimum dans le plan. Ins-pirez vous de la �gure 2.8. Généralisez le au as 3D.Vous trouverez dans [6℄ la desritpion d'un algorithme inrémental général (dansun espae de dimension d), et la démonstration de sa omplexité :Théorème 5 L'algorithme inrémental onstruit l'enveloppe onvexe de n pointsde Rd en temps O(nlog2(n) + n((d+1)/2) et oupe O(n(d/2)) de mémoire. Il estoptimum pour les dimensions paires.2.3.4 L'algorithme diviser pour régner (2D)Soit N un ensemble de points répartis dans Rd, le alul de l'enveloppeonvexe onsiste à :1. Diviser N réursivement en sous-ensembles Ni jusqu'à avoir Card(Ni) <=
(d + 1) (on peut utiliser les kd-tree par exemple) ;2. Pour haque sous ensemble Ni : aluler l'enveloppe onvexe ;3. Puis réunir les enveloppes onvexes 2 à 2 (l'algorithme 2D est détaillé �gure2.9).Vous trouverez l'algorithme 3D dans [6℄ page 217 à 226.
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RENDRE_POLYGONE_CONVEXE(DEBUT,PREC,SUIV)/**********************************************//* DEBUT doit etre un point de l'EC *//* PrV est le produit vetoriel *//**********************************************/{ v = DEBUT; w = PREC[v℄; trouve = FAUX;while( (SUIV[v℄ != DEBUT) || (trouve == FAUX) ){if( SUIV[v℄ == w )trouve = VRAI;if( PrV((v,SUIV[v℄),(SUIV[v℄,SUIV[SUIV[v℄℄)) < 0 ){/* Enlever SUIV[v℄ de la liste */SUIV[v℄ = SUIV[SUIV[v℄℄;PREC[SUIV[v℄℄ = vv = PREC[v℄;} else {v = SUIV[v℄;}}} Fig. 2.7 � Algorithme de Graham pour rendre un polygone onvexe
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Fig. 2.8 � Algorithme inrémental de alul d'EC2.4 Les triangulations2.4.1 Les propriétésDans un espae de dimension d (Ed), une triangulation (ou d-triangulation)est un ensemble de d-simplexes qui sont disjoints ou qui partagent une k-faeave k ∈ [0; d[. On trouvera une dé�nition plus rigoureuse dans [6℄.Dé�nition 10 Un d-simplexe (ou plus simplement simplexe) est l'enveloppeonvexe de d+1 points indépendants dans Rd.Un 1-simplexe est un segment qui a deux 0-faes : les 2 sommets extrémités.Un 2-simplexe est un triangle qui a trois 1-faes : ses 3 arètes de �tés. Un3-simplexe est un tétraèdre qui a quatre 2-faes : 4 triangles.Dans e hapitre nous traitons prinipalement les 2-triangulations.Théorème 6 Le nombre de triangles (t) d'une 2-triangulation est donné par laformule : t = 2n -2 -a' où t est le nombre de triangles, n le nombre de sommetset a' le nombre d'arètes sur la frontière de la triangulation.Exerie 21 Démontrez le théorème préédent. Idée : utilisez la relation d'Eu-ler reliant les ardinaux des k-faes d'un polytope et la proprièté des triangles :a'+ 2a�= 3t où a' est le nombre d'arètes sur la frontière et a� le nombre d'arètesintérieures.Cette proprièté n'est plus vraie pour une 3-triangulation qui peut avoir jus-qu'à n2 tétraèdres. Un exemple est présenté sur la �gure 2.10.Une 2-triangulation peut, dans R3, représenter la frontière d'un solide où lesfaes sont toutes des polygones simples à 3 �tés.
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TB = Tangente basse pour TR et TL

TH = Tangente haute pour TR et TL

T = TR ∪ TLFinProedure
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etape 1 etape 2

etape 3 etape 4TANGENTE_BASSE_CONVEXE(DEBUT_R,DEBUT_L,SUIV,PREC)/*************************************************************//* DEBUT_L : le point le plus a droite du onvexe gauhe *//* DEBUT_R : le point le plus a gauhe du onvexe droit *//* PrV : alule le produit vetoriel *//*************************************************************/{ x = DEBUT_L; y = DEBUT_R; trouve = FAUX;z = SUIV[y℄; z'' = PREC[x℄;while( trouve == FAUX ){ /* z a droite de xy */if( PrV((x,y),(y,z)) < 0 ){/* on desend z et y sur PD */y = z; z = SUIV[z℄;} else { /* z'' a droite de xy */if( PrV((x,y),(y,z'')) < 0 ){/* on desend z'' et x sur PG */x = z''; z'' = PREC[z''℄;} else { trouve = VRAI; }} return(x,y); }Fig. 2.9 � Fusion d'enveloppe onvexe
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n/2

n/2Fig. 2.10 � n2 tétraèdres s'appuyant sur n pointsL'exemple est onstitué de n/2 points répartit sur un erle tandis que les n/2autres sont alignés sur l'axe perpendiulaire passant par son entre.Exerie 22 Soit une 2-triangulation dans l'espae (R3) représentant la fron-tière d'un solide (ie. les sommets et les triangles sont sur la frontière du solide).Combien de triangles ontient la triangulation si le solide est homéomorphe àune sphère ? à un tore ?Struture de donnéesLa représentation informatique d'une triangulation peut être très simple : 3tableaux sont su�sants. Ils sont illustrés sur la �gure 2.11.Exerie 23 Erivez la fontion �TriangleVoisin� sur la struture de donnéesde la �gure 2.11. Utilisez ette fontion pour érire l'algorithme de parours destriangles partageant un sommet. Quelle est la omplexité de l'algorithme ?Une 2-triangulation peut aussi être onsidéré omme une partition du plan(voir [1℄) : une fae �imaginaire� in�nie ouvrant le omplément de la triangu-lation dans le plan. A�n de ne manipuler que des polygones simples à 3 �tésette fae est déoupée en triangles �virtuels� s'appuyant sur un point abstrait(sans géométrie) que l'on peut imaginer à l'in�ni.Exerie 24 Modi�ez la struture présentée �gure 2.11 pour intégrer ette ex-tension. Erivez l'algorithme qui parours (dans le sens trigonométrique) tousles sommets de la frontière de la triangulation.2.4.2 Algorithme inrémentalExerie 25 Trouvez un algorithme inrémental permettant de onstruire une2-triangulation (dans le plan) en O(nlog2n). Idée : voir �gure 2.12 ou s'inspirerde la solution du même exerie pour le alul de l'enveloppe onvexe.
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ITRNOE ITRTRI

1  1,7,2      2,0,6

2  3,2,7      1,3,0

3  7,4,3      0,2,4

4  7,5,4      0,3,5

  ...         ...

COORD

1  1.5,1.2

2  -.5,2.5

3  -.2,4.5

    ...
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Fig. 2.11 � Struture informatiqueLa référene d'un triangle est un numéro, sa dé�nition est donnée dans un ta-bleau noté ITRNOE. ITRNOE est su�sant pour dé�nir le maillage mais pourvéri�er la dé�nition et pour optimiser de nombreux traitements, on onstruitaussi le tableau des voisinages entre les mailles que l'on note ITRTRI. Un troi-sième tableau est onstruit pour établir un lien entre les noeuds et les triangles :NOETRI. Ce tableau n'est pas toujours nééssaire et peut être éonomisé pourertains traitements. Dans l'exemple le triangle à l'opposé du 3eme sommet dutriangle 1 ('est à dire du sommet 2=ITRNOE(1,3)) est le triangle 6 (ITR-TRI(1,3)=6). Pour le triangle 1 l'arête est parourue dans le sens (7,2), pour letriangle 2 elle est parourue dans le sens inverse (2,7). L'orientation ohérentedes triangles est néessaire : pour parourir une triangulation, pour faire desaluls géométriques... Elle peut être totalement arbitraire ou s'appuyer sur unritère géométrique (l'ordre qui donne un produit mixte positif par exemple).
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Fig. 2.12 � Triangulation inrémentale2.4.3 �Qualité� d'une triangulationRevenons au problème de triangulation d'un nuage de points. Deux questionsviennent naturellement :� Combien existe t-il de triangulations d'un nuage de n points ?� Quels ritères utiliser pour �hoisir� la �meilleure� d'entre elles ?Admettons que le nombre de triangulations est le plus élevé quand les pointssont répartis sur une enveloppe onvexe.Théorème 7 Soit Nm le nombre de triangulations d'un polygone onvexe de
n = m + 2 otés. Il est donné par le nombre de Catalan [7℄ :par onvention N0 = 1et pour m ≥ 1

Nm =
m

∑

i=1

(Ni−1 ∗ Nm−i) (2.2)ou enore :
Nm =

2 ∗ (2 ∗ m − 1)

m + 1
∗ Nm−1 (2.3)Soit, pour quelques valeurs de n, Nm le nombre de triangulations :n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Nn 1 2 5 14 42 132 429 1430 4862 16796 58786 208012Exerie 26 Démontrez le théorème préédent.Le ritère d'évaluation de la qualité d'une triangulation dépend du typed'appliation pour laquelle elle est utilisée. Cei dit pour des appliations très



O.Stab Algorithmique géométrique 60générales omme l'interpolation nodale, le alul par éléments �nis ou l'a�hagede surfaes... On préfère souvent des triangles �réguliers� 'est à dire le moinsallongé et le moins applati possible.2.5 La triangulation de Delaunay2.5.1 Les propriétésC'est dans les années 1934 qu'un mathématiien soviétique B.Delaunay dé-ouvre les propriétés des triangulations satisfaisant �le ritère de la sphère vide�.Depuis les années 80 es triangulations dites �de Delaunay� sont utilisées dansde nombreux algorithmes pour leurs propriétés géométriques.Dé�nition 11 Soit N un ensemble de noeuds répartis dans un espae de di-mension d. La triangulation T de l'enveloppe onvexe de N s'appuyant sur tousles noeuds de N, est une triangulation de Delaunay si et seulement si :
∀t ∈ T,∀n ∈ N,n 6∈ B(t) (2.4)où B(t) est la boule ouverte ironsrite au triangle t.Dans le plan (pour d=2) il existe 2 triangulations possibles s'appuyant sur4 noeuds : l'une est de Delaunay, l'autre pas (voir �gure 2.13).Dé�nition 12 Soit T une triangulation dans le plan. A haque triangle de Test assoiée la valeur de son angle minimum. Soit V la matrie olonne dont lestermes sont les angles minimums de T triés dans l'ordre roissant. Ce veteurest appelé la ��nesse� de la triangulation.Théorème 8 Dans le plan une triangulation qui respete le ritère de Delaunaymaximise la �nesse pour l'ensemble de noeuds donnés.Autrement dit Delaunay est un ritère de onnexion des noeuds quiminimise les triangles applatis ((a′

1 < a1) �gure 2.13).Démonstration 2 voir entre autre la publiation de [16℄ et l'ouvrage [6℄.Une triangulation de Delaunay d'un nuage de point de Rd peut être onstruiteen O(nlog(n) + n(d/2)) opérations dans le pire as [6℄ et [16℄ pour le as d=2.Remarque : en 3D de nombreuses propositions deviennent fausses. Citonspar exemple : que l'existene d'une tétraédrisation d'un polyedre n'est pas tou-jours véri�ée, que le ardinal d'une tétraédrisation ne dépend plus linéairementdu nombre de noeuds (de l'ordre de n2 dans le pire as), que l'angle minimum
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Fig. 2.13 � La triangulation de DelaunayA gauhe la triangulation respete le ritère de Delaunay. A droite elle ne lerespete pas : n3 ⊂ B(t′1). Notons que ette proprièté est re�exive : n3 ⊂
B(t′1) ⇔ n2 ⊂ B(t′2). Notons aussi que l'on peut raisonner sur les arètes dela triangulation : une arète est de Delaunay ssi les sommets opposés ne sontpas à l'interieur des boules ironsrites des triangles inidents. Sur la �gure degauhe : n1 et n4 sont les sommets opposés à l'arète (n3, n2) qui est de Delaunaypuisque n4 6⊂ B(t1) et n1 6⊂ B(t2).



O.Stab Algorithmique géométrique 62n'est plus maximisé par la propriété de Delaunay...En 2D plusieurs algorithmes peuvent être mis en oeuvre, entre autre desalgorithmes optimaux, en omplexité pire as O(nlog(n)), fondés sur le prinipede diviser pour régner [16℄. L'algorithme qui est présenté ii est utilisé pour lemaillage adaptatif : il est inrémental et n'est pas optimal.2.5.2 Algorithme inrémentalLa méthode suit le shéma des algorithmes inrémentaux : on alule unetriangulation de Delaunay ontenant 3 puis 4,5... Card(N) noeuds. A l'itération
i un noeud est ajouté à la triangulation de Delaunay des (i − 1) noeuds préé-dents. La triangulation est mise à jour pour satisfaire la propriété de Delaunay.On trouve plusieurs tehniques dans la littérature :Destrution/réation : les triangles ne satisfaisant pas le ritère de Delaunaysont détruits, des triangles satisfaisant le ritère sont onstruits à la plae.La struture d'un algorithme de e type est donnée �gure 2.14, il estillustré �gure 2.15.Inversion de diagonales : le triangle (ou les 2 triangles) ontenant le point

p est déoupé en 3 (resp. 4). Si un triangle adjaents (aux triangles s'ap-puyant sur p) ne satisfait pas le ritère de Delaunay il y a inversion del'arète ommune. Deux nouveaux trian-gles sont adjaents aux trianglesontenant p, il faut les tester...L'algorithme s'arrète quand tous les tri-angles sont de Delaunay. On trouve et algorithme dérit page 190 dans[5℄.Théorème 9 L'algorithme inrémental présenté i-dessus onstruit une trian-gulation de Delaunay. On onsidère que les aluls sont exats (à préision in-�nie).Exerie 27 Démontrez le théorème préédent.Complexité :L'algorithme de la �gure 2.14 est en O(n2), où n est le nombre de noeuds.Même si la phase de reherhe est améliorée, l'algorithme reste en O(n2) pire-as à ause de l'étape de destrution. Un exemple de pire-as est présenté �gure2.16Fiabilité - Robustesse :L'algorithme est sensible aux erreurs de préision numérique. Il repose surle fait qu'à haque étape -avant et après l'ajout d'un noeud- la triangulationest a la propriété de Delaunay. En fait, le test de la boule vide est e�etué àune préision donnée et lorsque plusieurs points sont "presque" oyliques, ladéision peut être fausse (voir la �gure 2.17)Le problème se renontre rarement en 2D mais est inontournable en 3D.Plusieurs solutions peuvent être mises en oeuvre :
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Proedure Trianguler( N, T )/***** Initialisation *****/
t0 = Creer_Triangle_Englobant( N )
S0 = Sommets( t0 )T = { t0 }/***** Boule sur les noeuds *****/Pour tous les noeuds n de NAjouter_Noeud( n, T )FinPourPour tous les triangles t inidents a un sommet de S0T = T - { t }FinPourFinProedureProedure Ajouter_Noeud( n, T )TD = ∅/***** Reherhe des elements non-Delaunay *****/Pour tous les triangles t de TSi ( n ∈ B(t) ) Alors TD = TD ∪ { t }FinPour/***** Destrution des elements *****/Pour tous les triangles t de TDT = T - { t }FinPour/***** Constrution des nouveaux elements *****/A = Frontiere( TD )Pour toutes les aretes (ni,nj) de At = Creer_Triangle( ni, nj , n )T = T ∪ { t }FinPourFinProedure Fig. 2.14 � Algorithme inrémental de DelaunayLa réation du triangle englobant permet de limiter le nombre de as à traiter àl'insertion de haque noeud. En e�et es derniers sont toujours à l'intérieur dela triangulation.
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Fig. 2.15 � L'ajout d'un noeud dans une triangulation de Delaunay(a) Le noeud n est ajouté à la triangulation de Delaunay T={t1,t2...,t7}.(b) Les triangles t1,t5,t6 et t7 ne sont plus de Delaunay vis-à-vis de n.() Ils sont détruits.(d) De nouveaux triangles {t1',t5',t6',t7',t8',t9'} sont onstruits. Ils s'appuientsur le noeud n et la frontière de l'union des triangles détruits.
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910Fig. 2.16 � Cas partiulier pour l'algorithme inrémentalLes points d'une parabole onstituent un pire-as pour un balayage en x dé-roissant : O(n2) (ordre donné par les numéros sur la �gure). C'est en revanhele meilleur-as pour un balayage en x roissant O(n). On peut véri�er sur la �-gure que le triangle 0,6,5 satisfait Delaunay ar son erle ironsrit ne ontientauun autre point.

t2

t1

t2

t1

n

Fig. 2.17 � Erreur numériqueA l'ajout du point n faisons l'hypothèse que le test numérique donne : n ∈ B(t2)et n 6∈ B(t1). L'algorithme engendre alors des triangles intersetants. Notons quesi les triangles sont orientés ; l'erreur est déteté à la réation d'un triangle platou retourné (déterminant nul ou négatif).



O.Stab Algorithmique géométrique 66Caluls exats : les aluls sont réalisés sur des réels ave une préision adap-tative jusqu'à un résultat exat [1℄. Une autre façon onsiste à passertoutes les données en entier, les aluls sont alors exats.Détetion et euristiques : 'est la tehnique la plus simple à mettre enoeuvre mais la moins e�ae. Il su�t de déteter les triangles non-validesavant de les réer, et de remettre l'insertion du point à une itération ulté-rieure (si 'est possible).2.5.3 L'algorithme diviser pour régnerC'est un algorithme optimum en O(nlog2n) ou n est le nombre de points. Leprinipe est le même quelque soit la dimension. Nous l'exposons dans le as 2D(pour plus de détails onsulter [16℄). Soit N un ensemble de points répartis dans
R2. L'algorithme suit le shéma lassique de l'approhe Diviser pour Règner :1. Trier N dans l'ordre lexiographique2. Diviser réursivement N en 2 sous-ensembles NL et NR. NL ontient lespoints qui sont à gauhe de la vertiale, NR ontient les points qui sont à droitede la vertiale. La reursion s'arrète quand haque ensemble ne ontient plusque 1,2 ou 3 noeuds.3. Caluler la triangulation de haque sous-ensemble Ni puis fusionner les tri-angulations 2 à 2.La fusion des triangulations est réalisée en 2 étapes. La première fait appelá la fusion des enveloppes onvexes : CH(NL ∪NR) est obtenue linéairement àpartir de CH(NL) et CH(NR) . La seonde met á jour les triangles pour qu'ilsrespetent le ritère de Delaunay. L'algorithme est présenté �gure 2.18 et illustrésur un exemple �gure 2.19.Proedure Fusion_Triangulation( TR, TL, T )
TB = Tangente basse pour TR et TL

TH = Tangente haute pour TR et TL

T = TR ∪ TL

LR = TBTantque ( LR 6= TH ) faire1. T = T + Inserer l'arête (L,R)2. D etruire les arêtes (R,Ri) inidentes a R non-Delaunay.3. D etruire les arêtes (L,Lj) inidentes a L non-Delaunay.4. LR = Choisir l'arête de Delaunay (Lj , R)ou(L,Ri)FinTantque T = T + Inserer l'arête (L,R)FinProedureFig. 2.18 � Algorithme Diviser pour règner de Lee (Delaunay)
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Fig. 2.19 � Étapes de l'algorithme Diviser pour règner(a) Insertion de la tangente basse (L,R). (b) Les triangles inidents à R qui nesatisfont pas Delaunay vis à vis du point L sont détruits. () et (d) Les trianglesinidents à L qui ne satisfont pas Delaunay vis à vis du point R sont détruits.(e) et (f) Le triangle de Delaunay s'appuyant sur l'arète (L,R) est ontruit (ii
L,R,R1) Le nouveau segment devient (L,R) puis on reommene à l'étape (b).



O.Stab Algorithmique géométrique 682.6 Les diagrammes de Voronoi2.6.1 Dé�nition et dualitéC'est en 1850 que J.P.G.L Dirihlet remarque le premier que l'on peut par-titionner le plan en ellules onvexes ave des ritères de distane. En 1908,l'Ukrainien Voronoi développe le onept tandis que Delaunay en 1934 trouve lastruture duale qui s'appelle aujourd'hui la triangulation de Delaunay (voir la�gure 2.21). Dans la littérature sur le sujet, les diagrammes de Voronoï peuventprendre les noms de : tesselations de Dirihlet, polygones de Thiessen ou en-ore graphe, déomposition ou partition de Voronoï. Les points ou noeuds queséparent le diagramme sont généralement appelé les sites.Dé�nition 13 Soit N un ensemble de noeuds répartis dans un espae de di-mension d. Le diagramme de Voronoi de N est l'ensemble des régions v(ni)des points les plus prohes de ni :
V (N) = {v(ni),∀x ∈ v(ni), dist(x, ni) < dist(x, nj)∀ni, nj ∈ N2, i 6= j} (2.5)Théorème 10 La triangulation de Delaunay est le dual du diagrammede Voronoi (quelque soit la dimension d de l'espae). Pour d = 2 on peut fa-ilement démontrer que :- un point de voronoi est le entre du erle ironsrit à un triangle de Delau-nay (et réiproquement)- à haque arête de voronoi orrespond une arête de Delaunay perpendiulaire(et réiproquement : l'arête de Voronoi est la médiatrie de l'arête de Delaunay).Exerie 28 Démontrez le théorème préédent qui est illustré �gure 2.21.2.6.2 L'algorithme inrémentalL'algorithme inrémental, omme son nom l'indique, ajoute les noeuds unpar un au diagramme de Voronoï qu'il met à jour à haque étape. Son prinipeest le suivant. Soit Di−1 le diagramme de Voronoï avant la prise en omptedu noeud ni. La première étape onsiste à reherher dans Di−1 la ellule cjontenant ni. En oupant ette ellule par la médiatrie entre ni et nj on obtientune partie de la future ellule ci. On passe ensuite aux ellules voisines de cjque l'on déoupe de la même manière pour �nalement assembler les moreauxet onstituer ci.2.6.3 L'algorithme diviser pour régnerOn trouvera un algorithme diviser pour régner 2D dans [27℄ page 213 à 220.



O.Stab Algorithmique géométrique 692.6.4 L'algorithme ave balayageCet algorithme, onnu aussi sous le nom de son auteur : Steven Fortune(1987), onstruit des ellules de Voronoï préèdant une droite de balayage. Lesprinipales étapes de l'algorithme sont présentées sur la �gure 2.202.7 Généralisation de Voronoï et appliationsLe graphe de Voronoï peut se généraliser simplement. Rappelons la dé�ni-tion.Dé�nition 14 Soit N un ensemble de noeuds (de sites) répartis dans un espaede dimension d. Le diagramme de Voronoi de N est l'ensemble des régions
v(ni) des points les plus prohes de ni. La région v(ni) s'érit :

v(ni) = {x ∈ Rd, dist(x, ni) <= dist(x, nj)∀j} (2.6)Si l'on onsidère maintenant que ni peut lui même être un ensemble depoints, on obtient :
v(ni) = {X ∈ Rd,∀mik ∈ ni,∀mjk ∈ njdist(X,mik) <= dist(X,mjk)∀j}(2.7)La dé�nition peut être généralisée de di�érentes façons :la dimension de l'espae peut être quelonque (d ∈ N)la distane peut être pondérée en haque noeud ;la distane peut être exprimée dans une métrique non-eulidienne, par exemplela métrique �L un� ou �L in�nie� :

L1 = Σd
i=1|xi − mi|

L∞ = maxi=1,d|xi − mi|les sites peuvent être des ensembles de points, on parle alors de graphe deVoronoï d'ordre k (ave k = Card(ni)) ;les sites peuvent être des variétés d'ordre supérieur à zero (le points), on parlealors de graphe de Voronoï d'arêtes (ordre 1)...Pour ertaines appliations il est néessaire de ombiner es extensions. Parexemple pour l'analyse de iruits intégrés VLSI (Very Large Sale Integration),la détetion des zones ritiques est obtenue par un graphe de Voronoï d'ordre 2en métrique L∞.En reonnaissane des formes le graphe de Voronoï des arêtes pzermet de onstruirele squelette ou l'axe médian, le dilaté ou l'érodé d'un polygone. Certains de estraitements sont réalisés sur des modèles d'énumération spatiale (des imagesgénéralement), ils sont alors assez di�érents de eux présentés ii.
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(a) (b)

(c) (d)Fig. 2.20 � Voronoi ave balayageCet algorithme onstruit des ellules de Voronoï préèdant une droite de ba-layage. (a) Cette droite ative des évenements de deux types : insertion d'unnouveau noeud, intersetion de 2 arètes du graphe de Voronoï. Les ellules sontmises à jour derrière une ligne dite ligne de plage onstituée d'ars de para-bole. (b) A l'ativation d'un noeud l'ar de parabole assoié est ajouté dans laligne de plage. () A l'intersetion de 2 arètes du graphe : un ar de paraboledisparaît. L'évenement se produit quand la droite a totalement balayé le erleironsrit à 3 noeuds voisins. Notez que le entre du erle orrespond au pointd'intersetion.
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Fig. 2.21 � Dualité Delaunay - Voronoi



O.Stab Algorithmique géométrique 722.8 Les triangulations ontraintesOn peut souhaiter imposer des ontraintes aux triangulations. Par exemplede ontenir des arètes partiulières (de la frontière d'un polygone si l'on veutle trianguler) des ontraintes sur la taille et la forme des triangles si l'on sou-haite faire des aluls par le méthode des éléments �nis ou visualiser une surfaedisrétisée... Dans e hapitre nous nous limiterons aux ontraintes bidimension-nelles.2.8.1 Le respet d'arête dans une triangulationLa triangulation de Delaunay s'appuyant sur l'ensemble des noeuds donnésforme un onvexe. Si l'on souhaite par exemple extraire les triangles à l'intérieursd'un polygone il est néessaire de retrouver les arètes de frontière du polygonedans la triangulation a�n de distinguer les éléments extérieurs des élémentsintérieurs.Il y a un problème quand une triangulation ne respete pas la frontière dudomaine (i.e. un triangle intersete une arète du bord omme l'illustre la �gure2.22). Ce problème se pose pour l'algorithme de triangulation exposée �gure2.14.
n1

n2

n3

n4

n5Fig. 2.22 � Le non respet de la frontièreLe respet du ritère de Delaunay impose les triangles (n1, n3, n4) et (n1, n4, n2)provoque une intersetion à la frontière en (n3, n2). On dira que l'arête (n2, n3)n'est pas �Delaunay admissible�.Plusieurs approhes permettent de regler le problème de respet d'arète :� Redéoupage des arètes : modi�ation de la frontière par ajout de noeudà posteriori ou à priori.� Forçage des arètes : modi�ation de la onnetique (à posteriori) sansajout de noeud ave abandon du ritère de Delaunay.



O.Stab Algorithmique géométrique 73Ajout de noeudsUne solution au problème onsiste à générer un nouveau point sur l'arète (aumilieu par exemple). L'ajout d'un seul point n'est pas toujours su�sant et leproessus doit être répété jusqu'au respet e�etif.Si l'on traite le problème à posteriori les points ajoutés sont intégrés dans latriangulation au fur et à mesure jusqu'au respet.Si l'on souhaite ajouter les noeuds a priori (avant triangulation) il faut que lesarètes ainsi déoupées deviennent �Delaunay admissible� (voir �gure 2.23).La méthode est simple mais elle a deux inonvénients :� dans des as partiuliers on risque de générer beauoup de points ;� le maillage de la frontière est modi�é et le raord ave des maillagespré-existants n'est plus orret.Si l'on souhaite ajouter les noeuds a priori (avant triangulation) il faut lefaire a�n de rendre la future frontière �Delaunay admissible�.
a2

a1

a3

a4

a2

p3

Fig. 2.23 � Détetion des arètes de frontière �non Delaunay admissible�Si le erle de diamètre a2 ne ontient auun point en son intérieur alors l'arète
a2 est �Delaunay admissible�. Si le erle ontient un point (p3) et que le erlepassant par les sommets de a2, p3 ne ontient auun point alors a2 est �Delaunayadmissible�. Dans le as ontraire il faut redéouper l'arète a2.Forçage des arètesLe traitement onsiste à modi�er une triangulation T={(ni,nj ,nk), (ni,nj ,nk)∈N3}s'appuyant sur un ensemble de points N={ni=(xi,yi), (xi,yi) ∈ R2 } a�n qu'ellerespete un ensemble d'arêtes données A={(ni,nj), (ni,nj)∈N2 }. On dira quel'on fore les arêtes (ni,nj).Le prinipe de forage des arètes est le suivant. On onsidère que l'arête à



O.Stab Algorithmique géométrique 74respeter (ni,nj) se trouve à l'intérieur de la triangulation T : 'est vrai dans leontexte de l'algorithme de la �gure 2.14 puisque T forme un onvexe. Soit T'={t, t ∈ T, t∩]ni, nj [6= ∅}.Deux approhe sont possible ( [24℄ :Première approhe : T' forme un polygone simple que l'arête (ni, nj) déom-pose en 2 polygones simples (f. �gure 2.24).Le problème du respet d'arête est ramené au problème de triangulation d'unpolygone simple non forément onvexe.La méthode est simple mais elle a deux inonvénients :� on peut perdre des points lors de la fusion des triangles de T'.� la onvergene n'est pas assurée ( on retrouve le problème de respetd'arètes ).Deuxième approhe : Soit A′ l'ensemble des arètes de la triangulation inter-setant le segment ]ni, nj [. La deuxième approhe onsiste à inverser les arètes deA' a�n de diminuer progressivement leur nombre (.a.d. qu'après inversion ellen'intersete plus le segment). On peut montrer que le traitement est onvergeantmême si e n'est pas au sens strit. Une tehnique d'inversions �randomisées�peut être utilisée ( voir hap. 4 de [6℄).
(a) (b)

(c) (d)Fig. 2.24 � Une triangulation d'un polygone(a) D'etetion des triangles intersetants l'arète (pointillés). (b) Fusion des tri-angles. () Séparation des 2 polygones. (d) Triangulation des polygones.
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(a) (b)

(c) (d)

1 2

1

2Fig. 2.25 � Inversion des arètes de la triangulation(a) Détetion des arètes intersetants l'arète imposée (pointillés). Card(A')= 5.(b) Card(A')=3. () Card(A')=1. (d) Card(A')=0.2.9 Taille et forme des triangles imposéesL'objetif est ii d'obtenir une triangulation dont les triangles ont une tailleet une forme imposées.De nombreuses méthodes permettent de satisfaire des ritères de taille touten ne dégradant pas la forme des éléments :- des tehniques de bissetion [26℄ et de déoupage en motifs [4℄ ;- des tehniques de génération de noeuds sur les arêtes ;-...Mais l'approhe exposée i-dessous peut être appliquée aux 2 types de ritèresdémonstration à l'appui [14℄ [29℄ [22℄. Elle a de plus l'avantage d'utiliser le mêmealgorithme d'insertion de points que elui présenté préédemment (voir �gure2.14).2.9.1 Un algorithme de ra�nementPrinipeLe prinipe du ra�nement est le suivant :si Tr(R) > Ts(R) ⇒ CN(R)ave R : Une région de l'espae
Tr : La taille ou la déformation réelle des éléments dans la région R
Ts : La taille ou la déformation souhaitée des éléments dans la région RCN : Ajout de noeuds dans R



O.Stab Algorithmique géométrique 76Plusieurs hoix sont possibles pour la dé�nition de R, Ts(R), Tr(R) et CN(R).Nous avons hoisi de prendre :� R : La boule ironsrite à une maille� Tr(R) : Le rayon de la boule� Ts(R) : Une fontion qui est évaluée au entre de la boule� CN(R) : Une proédure qui ajoute un noeud au entre de la bouleCette dé�nition est valable en 3D, 2D et en 1D. Ce hoix pour R et pourCN(R) n'est pas nouveau [29℄[33℄. La génération des points peut poser des pro-blèmes si le entre de la boule est hors de T. Di�érentes solutions ont été pro-posées dans la littérature omme le rejet du point ou son déplaement.AlgorithmeL'algorithme de ra�nement est le suivant : Soit T une triangulation de Delaunayd'un ensemble de points en 2D. Soit Rcm le rayon maximum de tous les erlesironsrits des triangles de Delaunay de T. Soit Ts la taille souhaitée. Si Rcm ≤
1.5 ∗ Ts l'algorithme ne fait rien, si Rcm > 1.5 ∗ Ts un nouveau point est aluléau entre du erle et s' il est à l'intérieur d'un triangle de T, il est ajouté àT (ave une variante de l'algorithme de la �gure 2.14) et donne une nouvelletriangulation de Delaunay notée T'.L'algorithme s'appuit sur la propriété des triangulations de Delaunay sui-vante :Théorème 11 Soit N un ensemble de points, le plus grand erle vide inlusdans l'enveloppe onvexe de N est un erle ironsrit à un triangle de la tri-angulation de Delaunay de N. (Voir théorème 6.15 [27℄ ).Exerie 29 Faire la preuve de l'algorithme.2.9.2 Les fontions "taille par défaut"L'algorithme préédent fontionne pour n'importe quelle fontion Ts donnéedans R2. Quand Ts n'est pas donnée expliitement mais qu'il faut la onstruireà partir d'un maillage initial ou du maillage de la frontière, plusieurs possibilitéss'o�rent à nous.On onsidère que :� les arêtes du maillage initial donnent loalement la taille souhaitée ;� l'on veut des éléments de bonne qualité (réguliers) ;� l'on veut le moins d'éléments possible.Une fontion loale, prenant en argument un triangle permet de répondresimultanément à es 3 exigenes :

Ts(t) = α ∗ l(t) (2.8)où l(t) est la longueur de la plus petite arête du triangle tet α un oe�ient réel .Cette dé�nition est valable en 2D et en 3D.



O.Stab Algorithmique géométrique 77Théorème 12 L'algorithme onverge si α = 2/3. C'est à dire si l'on ne génèrepas d'arête plus petites que elle données au départ.Théorème 13 Si l'algorithme ne rejette auun point, la triangulation résul-tante satisfait :
∀t ∈ T,

l(t)√
3
≤ Rc(t) ≤ l(t) (2.9)Démonstration 3 Pour la démonstration voir [22℄.Qualité :La forme d'un triangle est évaluée à l'aide du ritère suivant :

Q(t) = β ∗ Ri(t)/L(t) (2.10)où Ri(t) est le rayon du erle insrit à tL(t) la longueur de l'arête la plus grande de tet β un oe�ient normalisateur (β =
√

12).Théorème 14 Si l'algorithme ne rejette auun point, il donne une triangula-tion T dont les triangles ont une qualité bornée :
∀t ∈ T, Ri(t)

L(t) > (1 −
√

3/2) ou enore ∀t ∈ T,Q(t) > 2 ∗
√

3 − 3 ≈ 0, 464Démonstration 4 Pour la démonstration voir [22℄.Un autre algorithme :On trouve dans [14℄ un autre algorithme qui suit à peu près le même shémamais qui fontionne sur les angles :� R : Le triangle� Tr(R) : L'angle minimum du triangle� Ts(R) : Un angle imposé� CN(R) : La fontion qui alule un noeud au entre de la boule ironsriteau triangle.Cet algorithme ra�ne aussi la frontière quand 'est néessaire et traite desgéométries polygonales presques quelonques. Il part du prinipe :Théorème 15 Si t est un triangle d'angle minimum θ, le triangle s'appuyantsur le entre du erle ironsrit a un angle minimum de 2 ∗ θ (Voir �gure2.27).
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Fig. 2.26 � Un exemple de ra�nement (Delos.1.0.0)On remarquera sur et exemple de maillage que l'on retrouve à peu de hosesprès la symétrie du maillage linéique. Le maillage linéique est onstitué de 338arêtes faisant un rapport maximum de 1.1. La triangulation résultante est om-posée de 1046 triangles et de 718 noeuds. MIN(Q(t)) = 0.34,MIN(l(t)/L(t)) =
0.34,MIN(θ(t)) = 19.5.

B(t)

n

a

2a

Fig. 2.27 � L'évolution de l'angle minimumSi t est un triangle d'angle minimum θ, le triangle s'appuyant sur le entre duerle ironsrit a un angle minimum de 2 ∗ θ.
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