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Algorithmique geometrique

|. Introduction

Localisation & structures de recherche
Triangulations de Delaunay

Graphes de Voronoi
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Generalisation des Graphes de Voronoi
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Recherche operationnelle

Graphes euclidien (planaire, 3D)

Problemes types :
Usine polluante,
Relier des stations,
Voyageur de
commerce,
Gardien de la
galerie d’art
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Les problemes de base

Localisation et recherche 2D, 3D...: <Localisation point/ polygone...
*Requétes boite, requéte exacte
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X X
X X
X X
X X
X X
5 x X X



Les problemes de base

Localisation et recherche 2D, 3D...: <Localisation point/ polygone...
*Requétes boite, requéte exacte
X X X X
X X
X X
X X
X X
X X
5 x X X



Les problemes de base

Enveloppe convexes 2D, 3D... :




Les problemes de base




Les 3 approches deterministes

Sur 1 ’exemple de I’Enveloppe Convexe

1) Approche incrémentale
2) Approche diviser pour régner
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EC :approche incrementale



EC : diviser pour régner

1. Construire KDtree

2. Calculer I’EC élémentaire

3. FusionnerlesEC2a2 N\ / |&==




EC par balayage
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Algorithmique geometrique

[’ algorithmique géométrique est I’étude de problémes
géométriques et des algorithmes permettant de les traiter du
point de vue de la complexité et de la robustesse.

Probléemes de base | Approches déterministes | Complexité

Localisation Incrémentale Temps/Mémoire

et recherche Moyenne/Pire cas
Diviser pour régner Algo./Probléme

Enveloppes

Convexes Balayage

Calcul de proximité
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2.Localisation et Structurés b

de Recherche
QuadTree, Octree, KD-Tree...
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Localisation d’'un Point :
est-il dans ou hors du triangle ?

P,

Et s1 on ne connait pas I’orientation du triangle ?



Point dans convexe ?

P;
— \
P., / P, Le polygone = {P, (X,,y,)}

Complexité de 1’algorithme ?



Point dans convexe ?
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=» Parcours des arétes

Complexité de 1’algorithme ?



Point dans convexe ?

|
P. / o NP, Le polygone = {P; (x;,y;) }

Pn\ P

O

=» Triangulation

EXERCICE : proposez
un algorithme en
O(n + klog(n))

Complexité de 1’algorithme ?



EXERCICE: Point dans convexe ?

Algorithme efficace pour traiter K points (K grand)
P, P,

P, P

\ .

@

Pi+1\ P

p © EXERCICE : proposez

" un algorithme en
O(n + klog(n))
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EXERCICE: Point dans convexe ?

Algorithme efficace pour traiter K points (K grand)

Préparation : Requéte :
« construction » des secteurs acces par dichotomie

O(n) O(log(n))



Point dans polygone !

simple

Polygone | Temps Mémoire Pré-traitement
Simple | O(n) O(n)

Etoilé O(log(n)) O(n) O(n)

Convexe | O(log(n)) O(n) O(n)




Arbres de recherche

_____________________________________________________

Yomax e . OBIECTIF
’ ° x| Optimiser les requétes
[ o
- J3° ~ PRINCIPE
1. Limitation de I’espace
2. Structure de découpage
e

¥Ymin ——————————————————————————— Q- . ——————————
Xmin X



La grille

mll .« | Requéte boite B(P,P,)
i i i ¢ ix _ _
 po gt PiEX Y1), Pa=(X0,¥2)
Rl e
-. _________ ' ______ '.. _______ - i1: ﬂoor(n*(xl_xmin)/(xmax mln))
--------- I R S L R S BRI LU AP A O AN AR
jl _________ ' _______ _______ | i2: ﬂoor(n*(xfxmin)/(xmax mln))
'Pl _____ ________ ________ _________ _______ i j2: ﬂoor(m*(YTYmin)/(Ymax len))
0 | | | | o
0 1 1, n-1

Cellulesde1,a1,etdej, aj,

floor() renvoi la partie entiere



Le Quadtree
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Requetes sur un quadtree

_________________ ______ P _______ | O 1 C=Classement(P,,P,,d,1)
. : o . .

E R BT

C=(0,0) []

e C=(0,1)

02 22 23 04 C=(0,2)
C=(1,3)




Le KDtree

.........................




Construction du KD Tree

yA
tabX q
cadkeilg|ffhbjl g
tabY
bafechgjdikl
tabY1G tabY1D

aecldjik bfhigjl




Requetes sur un KDtree

3 cas de récursion

g est la valeur du pivot




Question :

1) Faut-1il visiter le SAD 2) Faut-1l visiter le SAG
s1 max(Xbox) =g ? s1 min(Xbox) =g ?
g g
< >= < >=

g est la valeur du pivot



Binary Space Partitioning Tree

LLe BSP Tree




Binary Space Partitioning Tree

6
AL

LLe BSP Tree

ax+by+eg =0
.0,

- = <




Binary Space Partitioning Tree
ax+by+c,=0

ax+by+c,<0et 7 od
ax+by+c,>0et
ax +by+c.>0




Manipulation de KDTree ; utilisation de :
[KDT]=buildKDTree(XY),

Programmation de la fonction
[]=findInBox(KDT,Box)

& g &

]

Manipulation de KD Tree avec des
clusters > |







Cardinaux (cas 2D)

Relation d’Euler
adaptée : -a+ts=I

2-5+4=1
Triangulation : a’+2a” =3t
4+2=3%2
t =2s-a’-2 1=8-4-2

a’ le nombre d’arétes de frontiére




Structure

ITENGE ITETRI
3,2,7 1,3,0
7,4,3 0,2,4
7.5.4 0,3,5

COORD NOETEI
1] 1.5,1 6
2| -.5,2 z
3] -.2,4 o

LU llllllll\.iLl\/ Jvuvllivuigyu



NOETRI ITRNOE ITRTRI
Structure U -,
78
79
30

@ @ Algo de parcours
@ 1e]l0=NOETRI(S); 1el= 1el0;
do {

2 } while (iel !=1el0)




NOETRI ITRNOE ITRTRI
StrUCture 71771 771 61715 176/80|78
78 6/ 8|7 | 79|77 ?
79 71812112 12|77
80[ 21615 | |77/ 2|2

@ @ Algo de parcours
@ 1e]l0=NOETRI(S); 1el= 1el0;
do {

2 } while (iel !=1el0)




Structure

7

NOETRI
77 77
78
79
30

ITRNOE ITRTRI
6|75 |76/80|78
6|8 |7 | (79|77 ?
7181211121277
20615 | (77122

Algo de parcours

faire tourner pour S=7 :

1el0=NOETRI(S); 1el= 1el0;

do{

whlle(ITRNOE(lel )!=S) 1=1+1;

1i=modulo(i,3)+1
1e]=ITRTRI(iel,1)

} while (iel != iel0)




indice du sommet dans ITRNOE

St rU CtU re /\\'( sommets opposés
« e 7 NOETRI
Optimisee 7. ITRTRI

77
78
79

4 8
sommets opposés
4 7/6 T Algo de parcours
\ @ / icl0=NOETRI(S);  iel=77,
5 6
80

i=I(S):iel= iel0; i=(2) i=2

do {

Q i=modulo(i,3)+1 =3 =2
[iel]=ITRTRI(iel,i) iel=78 iel=79
i=modulo(i,3)+1 =] =3

2 } while (iel !'=1el0)




Triangulation par balayage

Trien X : Balayage en X :
O(n*log,(n)) O(n)



Qualite des triangulations

Triangulation des points Interpolation sur la triangulation
10
5
- l:l
-5
| 10
Triangulation des points Interpolation sur la triangulation
10
4]
i,
e ————— o
R
-5



Qualite des triangulations

Coefficients de qualité : c,R/L

1’ ~max ° min’ —max?®



Nombre de triangulations

a4 8 ChH

C,, = 208012




Propriete de Delaunay

Soit T une triangulation s’appuyant sur les points de N.
T est de Delaunay ssi:  [0:O7,0-0N,n0B(7)

La propriété de Delaunay
maximise les angles en 2D



Delaunay par balayage




Delaunay par balayage




Delaunay par balayage




Delaunay par balayage




Delaunay par balayage




Delaunay par balayage
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Delaunay par balayage

Complexité pire cas ?

1) Trien X : O(n*log,(n)) —  2) Balayageen X : O(n?) .



Complexite pire-cas

Les points d’une parabole
constituent un pire cas
pour un balayage en x
décroissant:

o(n?)

C’est en revanche un
« meilleur cas » pour un
balayage en x croissant:

O(n)



Algorithme incremental

Ajouter _nceud(n,T)
Pour tout t deT

Si n dans B(t), TD=TD+{t}
A=Frontiere de TD
T=T-TD
Pour toute a de A

T=T+triangle(a,n)




Demonstration (1)

=>Absurde



Demonstration (2)




Delaunay : diviser pour regner

1. Construire KDtree

2. Calculer triangles

3. Fusionner les triangulations 2 a 2

f”
l’




Fusion des Triangulations de

Delaunay

TL

A) On joint les
triangulations droite TR
et gauche TL avec la
tangente basse LR



Fusion des Triangulations de
Delaunay

B) Les triangles de TR
incidents a R qui ne
satisfont pas Delaunay
sont détruits

L1

TL TR

(b) L



Fusion des Triangulations de
Delaunay

C) Les triangles de TL
incidents a L. qui ne
satisfont pas Delaunay

sont détruits
TR

R1
R2

(c)



Fusion des Triangulations de
Delaunay

D) Les triangles de TL
incidents a L. qui ne
satisfont pas Delaunay
sont détruits

TR

R1
R2

(d)



Fusion des Triangulations de
Delaunay

E) Construire le triangle
de Delaunay s’appuyant
sur I’aréte LR

TR

() L.



Fusion des Triangulations de
Delaunay

F) Construire le triangle
de Delaunay s’appuyant
sur I’aréte LR

TR

(f)



Erreur numerique
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Triangulation contraintes

Incompatibilité entre :
le critere de Delaunay
le respect des arétes

Traitement a posteriori
Ajout de points
Modification des connexion
Traitement a priori
Détection et ajout de points

v &}




Triangulation contraintes

Incompatibilité entre :
le critere de Delaunay
le respect des arétes

Traitement a posteriori
Ajout de points (algo incrémjental)
Modification des connexiong

Traitement a priori
Détection et ajout de points




Triangulation contraintes

Incompatibilité entre :
le critere de Delaunay
le respect des arétes

Traitement a posteriori
Ajout de points (algo incrémjental)
Modification des connexiong

Traitement a priori

Détection et ajout de points



Remaillage

(d)

T




Forgage d’aretes par inversion de
diagonales




Detection des aretes « non
Delaunay-admissibles »
a4

a3

)

2

ac

SN

S1 Bg(a,) est vide alors : Soit p; dans By (a,) tel que Bg(a,)
a, est Delaunay admissible soit vide du coté de a,.
S1 By (a,) vide de I"autre coté alors :
a, est Delaunay admissible




Triangulations : Le cas 3D

e Cardinaux

Le nombre de tétracdres peut
étre quadratique !

e Delaunay

Le critere de Delaunay ne
maximise pas les angles
solides

* Forgage de frontiere

Le Polyedre de Schonhart ne peut
étre tétraédris€ sans ajout de point.

Algorithmique Géom



Cardinaux (cas 3D)

L



Qualite des triangulations (3D)

C R / Lmax > min

2

N
. —
3 catégories : 3

D) Li/Lrax<Knn €t ¢l . /R.>0W,

max

2) L. /L.>Kun €t ¢l . /R.<0..,

max

3) /L Kmin €0 Cil o/ RS0y

max




Triangulation contrainte en 3D

Le Polyedre de
Schonhart ne
peut etre
tetraédrise
sans ajout de
point.
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4. Graphe de Voronoi-Dirichlet

Algorithmique Géométrique
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Voronol metrique euclidienne




Dualite Delaunay/Voronoi

Principe de conversion : Delaunay= Voronoi
Vor(S)=Polygone ={ le centre des cercles des triangles incidents a S }



Algorithme incremental




Voronol incremental




Algorithme incremental

Ajouter nceud(p,G)
Vipi = PPV(p,G)
Vd=V,

Faire

m, = médiatrice(p,p;)

a= |° aréte deV, intersecté par m,

pv = point d’intersection(a;,m,)

V=V u {pv}

V.,p; = région adjacente aV, sur a,
Tant que (V, !=Vd)

créer_région(V,p)




Algorithme incremental

Ajouter nceud(p,G)
Vipi = PPV(p,G)
Vd=V,

Faire

m, = médiatrice(p,p;)

a= |° aréte deV, intersecté par m,

pv = point d’intersection(a;,m,)

V=V u {pv}

V.,p; = région adjacente aV, sur a,
Tant que (V, !=Vd)

créer_région(V,p)




Voronoi D&C

m=médiatrice(pG,pD) ®
V,a,pt = lere intersection(m,V(pG),V(pD))

p = point de la région adjacente a V sur a

S1 V==V (pG) pG=p sinon pD=p

couper(a,pt,m)




Algorithme diviser pour regner

FusionGraphe(VG,VD)
qG’,qD’ = TanSup( EC(G),EC(D) ); @~ S A
qG,qD =TanInf( EC(G),EC(D) );
pG=qG’ ;pD=qD’

Faire N\ .

m=médiatrice(pG,pD)
V,a,pt = lere intersection(m,V(pG),V(pD))
p = point de la région adjacente aV sur a
SiV==V(pG) pG=p sinon pD=p
couper(a,pt,m)

Tant que (pG != pG’ et pD!=pD’)



m=médiatrice(pG,pD) ®
V,a,pt = lere intersection(m,V(pG),V(pD))

p = point de la région adjacente a V sur a

S1 V==V (pG) pG=p sinon pD=p

couper(a,pt,m)




m=médiatrice(pG,pD) ®
V,a,pt = lere intersection(m,V(pG),V(pD))

p = point de la région adjacente a V sur a

S1 V==V (pG) pG=p sinon pD=p

couper(a,pt,m)



Voronol par balayage

PRINCIPE

~ Voronoi en construction

I Ligne de plage

"~ Droite de balayage

—~ Evénements

-5 0 5 10 15



Voronol par balayage

Apparition d’un arc (de s,)

Mise a jour de la
ligne de plage

Insertion de 1’aréte
entre s; et s;




Voronol par balayage

Disparition d’un arc (de s, )

Pour la détection de ces
évenements la programme
maintient la liste des
cercles circonscrits a 3
sites successifs sur la
ligne de plage




Voronol par balayage

Jusqu’a traiter tous les
évenements. ..

Algorithme de Fortune
Optimal : O(nlog(n))




Application dans les jeux

e Un jeu en lui-meme
http://www.voronoigame.com/

e Strategie / influence / Estimation
d’algorithmes de distribution

ga

F0F

60 -

a0}

401

30

l | 1 1 1 1
a 20 40 g0 g0 100 120 140



Voronol applique a la fracturation

3DSmax

TR 38 3
o T N —— — e
% 03 < CEED W F, ORCSoR ‘Lot LI - BT P

Maya script :
VOronoi
texture
fracture

Bl Géométrique 106



5.Voronol generalise

V(N =X ORY , OMa 0 N OMy O N, dist( X M) < dist(X . M)}

e En dimension :d=3...

e Avec pondération ]
o Métrique : dist(X,M) = z

dist(X,M) = max,

Xi— mi

Xi— Mmi

=1,d

e Ordre supérieur : Card(N,) =2, 3 K sites

e Variété d’ordre supérieur :arétes
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Voronol metrique Ls

dist(X, M) = max,

:l’d‘Xi - mi‘



Voronol metrique L

dist(X, M) = max,

i=l,d

_____________

Equidistant
X, et x,

Equidistant
X, et X,

Ambiguité



Dualite Delaunay/Voronoi en Ls

,M) = max,_ |xi—mi

Algorithmique Géométrique
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Voronol metrique L

IsSt( X, M) = %‘X:‘ — mi

i=1



Metrique L,

Equidistant

Equidistant

Ambiguité

dist(X, M) = £|xi=m;




Voronoi du 2¢™e ordre

d

V(Ni) = {X UR™ ,UMa UN:;, UM U N;, dist( X , Ma) < dist( X, Mk)ljj}

Card(N;) =2 sites
(6,5)

Yoronoi d’ordre 2




Voronoi du 2¢™e ordre

PYe Intersection des 2
plans définit par les
- @ médiatrices.




Voronoi du 2¢™e ordre

Yoronoi d’ordre 2

®
5

Voronoi d’ordre 1




Voronoi du 2¢™e ordre

5,2)  Voronoi d’ordre 2

o
5

Voronoi d’ordre 1




Voronoi d’arete

V(N =X ORY , OMa 0 N OMy O N, dist( X M) < dist(X . M)}




V(Ni) = {X [] Rd UMy U Ny UM U Ny, dist (X, M) < dist( X, Mk)ljj}



V(

Voronoi d’aretes

Cas des arétes jointives




Axe median/Voronoi

[.’axe médian est la trace
du centre du cercle de
rayon maximuimn,
intérieur au polygone

Le graphe de voronoi contient 1’axe
médian



Applications de «Voronoi »

Analyse de zones

critiques des circuits
VLSI (IBM)

Reconnaissance des
formes

Analyse et synthese
de texture (de
fracturation)

Segmentation et
compression d’1mage




Analyse des zones critiques VLS|

Rayon des défauts (carrés) provoquant des court-circuits

Défaut, potentiel

Comparer le probleme a
celui de « ’usine
polluante ».

Que peut-on en déduire ?

(Source IBM)

Algorithmique Géométrique 131



Analyse des zones critiques VLS|

Rayon des défauts (carrés) provoquant des court-circuits

(Source IBM)

Pour répondre au
probleme il faut
construire un
Voronoi d’arétes
du second ordre
en métrique L

Algorithmique Géométrique
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Quelle toiture pour ma maison ?
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TP :Triangulations de

Delaunay

|. Triangulation de Delaunay

2. Extraction de 'EC

3. Conversion Delaunay=>» Voronoi
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